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АЛГЕБРО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ 

КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 

Пусть характеристика поля F не равна 2; <р - квадратичная форма 
над полем F размерности П; Х ф - квадрика в проективном пространстве 
Р р " 1 , определенная уравнением <р=0. исследуются два инварианта 
квадратичной' формы <р-. кольцо Чжоу СН*Хф квадрики Х ф и градуированное 
кольцо 6 KQ(Х^), ассоциированное с топологической фильтрацией на 
кольце 4 Гротендика KQ(Х^). Кольцо СН*Х^ вычисляется для всех 
квадратичных форм, размерность которых не превосходит 6; кольцо 
G*K0(X(p) - для форм размерности <7 и 8-мерных квадратичных форм 
определителя 1. Для квадратичной формы произвольной размерности 
вычисляются компоненты С Я 2 Х д а и G n - 3 K 0 ( X ^ ) . Важную роль в получении 
этих результатов играет вычисление Суона к-теории квадрик (Swan R.G. 
K-theory of quadric hypersurfaces // Ann. Math. 1985. Vol.122, N 1, 
P. 113-154). 

В начале 8 0 - х г о д о в американским математиком Р . С у о н о м были 

сформулированы д в е проблемы о т н о с и т е л ь н о квадратичных 

г и п е р п о в е р х н о с т е й в п р о е к т и в н о м п р о с т р а н с т в е : п е р в а я - вычисление их 

К-теории, в т о р а я - вычисление кольца Чжоу СН* ( г р а д у и р о в а н н о г о 

кольца циклов по модулю рациональной э к в и в а л е н т н о с т и ) . Первая из 

э т и х т е с н о связанных между с о б о й задач была решена самим Суоном в 

1985 г . [ 1 ] . При э т о м им было о т м е ч е н о , ч т о в т о р а я проблема 

по-прежнему о с т а е т с я о т к р ы т о й . Между тем и з у ч е н и е гомоморфизма 

н о р м е н н о г о вычета [ 2 , 3 ] - б у р н о развивающееся в п о с л е д н е е время 

направление в а л г е б р а и ч е с к о й К-теории - п о т р е б о в а л о п р о в е д е н и я 

н е к о т о р ы х вычислений в г р у п п а х Чжоу квадрики. Э т о у с и л и л о и н т е р е с к о 

в т о р о й п р о б л е м е Суона и послужило п о в о д о м настоящей р а б о т ы . 

П у с т ь X - п р о е к т и в н а я квадрика над полем F ( c h a r F * 2 ) , заданная 

Ключевые слова: квадратичная форма, алгебра Клиффорда, формы 
Пфистера, квадрика, кольцо Гротендика я топологяческая фильтрация, 
К-когомологий, кольцо Чжоу, спектральная последовательность Брауна-
Герстена-Квимена. 
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н е в ы р о ж д е н н о й к в а д р а т и ч н о й ф о р м о й да. Н а р я д у с СН*Х р а с с м о т р и м е щ е 

о д и н и н в а р и а н т ф о р м ы да - г р а д у и р о в а н н о е к о л ь ц о G*K{X), 

а с с о ц и и р о в а н н о е с т о п о л о г и ч е с к о й ф и л ь т р а ц и е й н а г р у п п е Г р о т е н д и к а 

К(Х)=К'0 ( Х ) = К 0 ( X ) к в а д р и к и . К о л ь ц а СН*Х и G * K ( X ) в е с ь м а б л и з к и ( с м . , 

н а п р и м е р , с л е д с т в и е ( 4 . 5 ) ) , и в ы ч и с л е н и е г р у п п GPK(X) м о ж н о 

р а с с м а т р и в а т ь к а к п е р в ы й э т а п в в ы ч и с л е н и и г р у п п С Н Р Х . 

К о с н о в н ы м р е з у л ь т а т а м р а б о т ы о к о л ь ц е Ч ж о у о т н о с я т с я п о л н о е 

е г о в ы ч и с л е н и е д л я к в а д р и к р а з м е р н о с т и н е выше 4 ( § 5 / и в ы ч и с л е н и е 

к о м п о н е н т ы ^ С Н 2 д л я п р о и з в о л ь н о й к в а д р и к и ( § 6 ) . Из у т в е р ж д е н и й о 

G*K(X) з а с л у ж и в а ю т в н и м а н и я т е о р е м ы и з § 3 , д а ю щ и е , в ч а с т н о с т и , 

ф о р м у л у д л я п о р я д к а к р у ч е н и я в G * K ( X ) ; е с л и <р*1г ( F ) , э т а ф о р м у л а 

н а и б о л е е п р о с т а : п о р я д о к к р у ч е н и я в G * K ( X ) р а в е н _ i ^ V ) t г д е 

s(ip) - ч и с л о , с в я з а н н о е с а л г е б р о й К л и ф ф о р д а ф о р м ы ( 3 . 3 ) , i(<p) -

и н д е к с В и ^ ' т а . К р о м е т о г о , в § 8 п р о в е д е н о в ы ч и с л е н и е G*JC(X) д л я 

к в а д р и к р а з м е р н о с т и 5 и о д н о г о к л а с с а 6 - м е р н ы х к в а д р и к ; в § 7 в ы ­

ч и с л е н а к о м п о н е н т а G d ~ 1 K ( X ) , г д е d = d i m X, д л я п р о и з в о л ь н о й к в а д р и к и . 

П е р е ч и с л и м о с н о в н ы е о б о з н а ч е н и я и с о г л а ш е н и я с т а т ь и . Для 

м н о г о о б р а з и я X н а д п р о и з в о л ь н ы м п о л е м F ч е р е з К р ( Х ) , К£ ( X ) 

о б о з н а ч а е м , К - г р у п п ы и К ' - г р у п п ы К в и л л е н а [ 4 ] , К р ( F ) = К р ( S p e c F ) . 

П р о с т ы м ц и к л о м н а X н а з ы в а е м л ю б о е н е п р и в о д и м о е з а м к н у т о е 

п о д м н о ж е с т в о , ц и к л о м - э л е м е н т с в о б о д н о й а б е л е в о й г р у п п ы , 

п о р о ж д е н н о й п р о с т ы м и ц и к л а м и . Для т о ч к и х е Х ч е р е з F(x) о б о з н а ч а е м е е 

п о л е в ы ч е т о в ; п о л е р а ц и о н а л ь н ы х ф у н к ц и й н а X о б о з н а ч а е м F ( X ) . Мы 

б у д е м в о с н о в н о м р а б о т а т ь с н е п р и в о д и м ы м и и н е о с о б ы м и 

м н о г о о б р а з и я м и . О д н а к о н а п р о м е ж у т о ч н ы х э т а п а х н е к о т о р ы х в ы ч и с л е н и й 

б у д у т п о я в л я т ь с я о с о б ы е к в а д р и к и ( § 2 , 4 ) и д а ж е п р и в о д и м ы е ( 2 . 1 ) . 

П о э т о м у о с н о в н ы е ф а к т ы о К - к о г о м о л о г и я х в § 1 п р и в о д я т с я д л я 

п р о и з в о л ь н ы х м н о г о о б р а з и й . Н а ч и н а я с § 2 , б у к в о й X, е с л и э т о 

с п е ц и а л ь н о н е о г о в о р е н о , о б о з н а ч а е т с я п р о е к т и в н а я к в а д р и к а , з а д а н н а я 

н е в ы р о ж д е н н о й к в а д р а т и ч н о й ф о р м о й да. Для п о л я F , х а р а к т е р и с т и к а 

к о т о р о г о н е р а в н а 2 , 1 ( F ) о б о з н а ч а е т и д е а л ч е т н о к е р н ы х ф о р м в к о л ь ц е 

В и т т а W(F) к в а д р а т и ч н ы х ф о р м н а д F ; < а 1 , а 2 , . . , , а п > - к в а д р а т и ч н а я 

ф о р м а а1Хг-^агХ2,+. . . + a n X 2 ; D(tp) - м н о ж е с т в о н е н у л е в ы х з н а ч е н и й ф о р м ы 

<р; dl<p=(-l\n ( п " 1 ' / г • d e t (р, г д е n = d i m да, - д и с к р и м и н а н т ; i (да) -

и н д е к с В и т т а ; « а 4 , . . . , а п » = < 1 , -а1>». . . в < 1 , - а п > - n - ф о р м а П ф и с т е р а ; 

д л я д в у х к в а д р а т и ч н ы х ф о р м да} и <р2 п и ш е м <Р1~<Р2

 и г о в о р и м ,,<Р1 

п р о п о р ц и о н а , л ь н а да2", е с л и » г = с д а 2 п р и н е к о т о р о м c e F * 

( п р о п о р ц и о н а л ь н ы е к в а д р а т и ч н ы е ф о р м ы о п р е д е л я ю т о д н у и т у ж е 

к в а д р и к у ) . Н е о б х о д и м ы е о п р е д е л е н и я и ф а к т ы и з т е о р и и к в а д р а т и ч н ы х 

ф о р м м о ж н о н а й т и в [ 5 ] . 
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§ 1. К - к о г о м о л о г и к 

В э т о м п а р а г р а ф е р а с с м а т р и в а ю т с я м н о г о о б р а з и я н а д н е к о т о р ы м 

ф и к с и р о в а н н ы м п о л е м F. П о д м н о г о о б р а з и е м п о н и м а е т с я п р и в е д е н н а я 

о т д е л и м а я с х е м а к о н е ч н о г о т и п а н а д F , я в л я ю щ а я с я равноразмерной 

( р а з м е р н о с т и в с е х н е п р и в о д и м ы х к о м п о н е н т о д и н а к о в ы ) . П е р е ч и с л и м 

н е к о т о р ы е б о л е е и л и м е н е е и з в е с т н ы е ф а к т ы о К - к о г о м о л о г и я х . 

( 1 . 1 ) . Спектральная п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь Б р а у н а - Г е р с т е н а - К в и л л е н а 

( с п е к т р а л ь н а я B G Q - п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ) . Для п р о и з в о л ь н о г о 

м н о г о о б р а з и я X в [ 4 ] п о с т р о е н а к а н о н и ч е с к а я с п е к т р а л ь н а я 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь к о г о м о л о г и ч е с к о г о т и п а , н а з ы в а е м а я с п е к т р а л ь н о й 

B G Q - п о с л е д о в а т е л ь н о с т ы о , Е Р , Ч ( Х ) = 11 р K _ p _ q ( F ( x ) ) = * K ' _ p _ q ( X ) , 

г д е ч е р е з Х р о б о з н а ч е н о м н о ж е с т в о т о ч е к м н о г о о б р а з и я X, и м е ю щ и х 

к о р а з м е р н о с т ь р ( п о д р а з м е р н о с т ь ю т о ч к и п о н и м а е т с я р а з м е р н о с т ь 1 е е 

з а м ы к а н и я ) . А с с о ц и и р о в а н н а я ф и л ь т р а ц и я н а К » ( Х ) с о в п а д а е т 1 с 

ф и л ь т р а ц и е й п о к о р а з м е р н о с т и н о с и т е л я ( т а к ж е н а з ы в а е м о й 

т о п о л о г и ч е с к о й ф и л ь т р а ц и е й ) . О т м е т и м , ч т о с п е к т р а л ь н а я 

B G Q - п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь к о н т р а в а р и а н т н а о т н о с и т е л ь н о п л о с к и х 

м о р ф и з м о в . Б о л е е т о г о , е с л и X = l i m Х{, г д е i i » Х 4 - н а п р а в л е н н а я 

п р о е к т и в н а я с и с т е м а м н о г о о б р а з и й с п л о с к и м и аффинными м о р ф и з м а м и , т о 

с п е к т р а л ь н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь д л я X я в л я е т с я и н д у к т и в н ы м п р е д е л о м 

с п е к т р а л ь н ы х п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й д л я Х1. 

Для п р о и з в о л ь н о г о м н о г о о б р а з и я X о б о з н а ч и м ч е р е з ffp(X,Kq) 

г р у п п у 

Я U к „ (pW > U К „ ( F ( x ) ) > И к „ , ( F ( x ) ) 

x e x p - l q " P + 1 х 6 Х Р " " P V x 6 X P + 1 

= EPp ( X ) . 

П у с т ь d = d i m X. Г р у п п у Я р ( X , К ) б у д е м н а з ы в а т ь г р у п п о й ЧжЬу 

к о р а з м е р н о с т и р ( р а з м е р н о с т и d - p ) и о б о з н а ч а т ь СН Р Х ( и л и С Н . X ) ; 
. d а _ р 

СН Х=11 С Н Р Х - г р а д у и р о в а н н а я г р у п п а Ч ж о у . 
р = 0 

( 1 . 2 ) . Ф у н к т о р и а л ь н ы е с в о й с т в а . Л ю б о й п л о с к и й м о р ф и з м f : X — - » У 

и н д у ц и р у е т м о р ф и з м с п е к т р а л ь н ы х B G Q - п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й и, 

с л е д о в а т е л ь н о , г о м о м о р ф и з м г р у п п f*:Hp(YjK4) » ffp(X,Kq). П у с т ь 

т е п е р ь f : X — > Y - с о б с т в е н н ы й м о р ф и з м . П о л у ч а е м г о м о м о р ф и з м 

к о м п л е к с о в ( г д е n = d i m У - d i m X ) 
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» 1 1 К (F(X)) 
р 4 v 

х € 

- > 1 1 K q _ p ( F ( y ) ) 

у€У р+п y € Y p+n+1 

к о т о р ы й п е р е в о д и т э л е м е н т ы г р у п п ы K q _ p ( f ( x ) ) в K q _ p ( F ( f ( х ) ) ) п р и 

п о м о щ и о т о б р а ж е н и я н о р м ы Nf ( х ) / f . ( f ( х ) } . е с л и d i m x = d i m tf(x), и в н о л ь 

в п р о т и в н о м с л у ч а е . Э т о т г о м о м о р ф и з м к о м п л е к с о в о п р е д е л я е т 

г о м о м о р ф и з м г р у п п f » : H p ( X , K q ) » Я р + П ( X , J C q + n ) . 

В ч а с т н о с т и , п у с т ь E/F - п р о и з в о л ь н о е р а с ш и р е н и е , Х Е = Х ® р Е и 

f : X E » X - п р о е к ц и я . М о р ф и з м f я в л я е т с я п л о с к и м ? и н д у ц и р о в а н н ы й им 

г о м о м о р ф и з м f * о б о з н а ч а е т с я r e s E / F . Е с л и р а с ш и р е н и е E/F к о н е ч н о , т о 

м о р ф и з м f с о б с т в е н н ы й ( т о ч н е е , к о н е ч н ы й ) ; в о з н и к а ю щ и й г о м о м о р ф и з м г"» 

о б о з н а ч а е т с я # Е / Г К о м п о з и ц и я N E / F ° r e s E / F с о в п а д а е т с у м н о ж е н и е м 

н а [ E : F ] . 

( 1 . 3 ) . Д в е т о ч н ы е п о с л е д о в а т е л ь н о с т и , к о т о р ы е б у д у т с е й ч а с 

п о с т р о е н ы , я в л я ю т с я о с н о в н ы м и в ы ч и с л и т е л ь н ы м и с р е д с т в а м и . 

( 1 . 3 . 1 ) . В ы р е з а н и е . П у с т ь i:Y с —>Х - з а м к н у т о е в л о ж е н и е 

к о р а з м е р н о с т и n , jiU=X\Y <—> X. Для к а ж д о г о р м н о ж е с т в о Х р я в л я е т с я 

д и з ъ ю н к т н ы м о б ъ е д и н е н и е м м н о ж е с т в № и У*"" . В о з н и к а ю щ а я т о ч н а я 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь к о м п л е к с о в 

il 
p-n 

- » 11 K q _ p ( F ( x ) ) > U K q . p ( F ( X ) ) »0 

и н д у ц и р у е т т о ч н у ю п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь г р у п п к о г о м о л о г и й 

* 
» н р " п ( ^ к ч Д — я р ( х , к ч ) — H p ( t / , K q ) ^ - " ^ ( г , * ^ ) ^ - » 

В ч а с т н о с т и , д л я г р у п п Ч ж о у п о л у ч а е м С Н Р ~ " У — > С Н Р Х — • C H p t 7 — » 0 . 

( 1 . 3 . 2 ) . Р а с с л о е н и е над к р и в о й . П у с т ь т г : Х — » Y - п л о с к и й 

м о р ф и з м м н о г о о б р а з и й и d i m У = 1 . О б о з н а ч и м ч е р е з в о б щ у ю т о ч к у к р и в о й 

Y. Для к а ж д о г о р м н о ж е с т в о Х р е с т ь д и з ъ ю н к т н о е о б ъ е д и н е н и е м н о ж е с т в 

' Р - 1 ' У - с л о й п н а д т о ч к о й у ) . В о з н и к а ю щ а я к о р о т к а я 

т о ч н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь к о м п л е к с о в 

( Х 0 ) р и и ( X ) р - 1 ( X 
у€У у у 

у€У х 6 ( Х у ) 
- » 1 1 K q . p ( F ( x ) ) » Ц К „ . Р ( Г ( Х ) ) * ° ' 

х € Х р х е ( Х д ) р 
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левый ч л е н к о т о р о й е с т ь прямая сумма к о м п л е к с о в , д а е т точную 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь к о г о м о л о г и й : 

S < L y > . J* 
— • l l H P - i f X ^ K ^ ) % HP(X,K q ) > H " ( X 0 , I C q ) > 

ye У1 

— » u f cvVi) — * .... 
г д е i y - з а м к н у т о е вложение X y

c — > X, j : X 0 » X - е с т е с т в е н н ы й 

морфизм из с л о я над общей т о ч к о й , являющийся плоским. В ч а с т н о с т и , 

для групп Чжоу получаем точную п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 

11 СН Р _ 1 Х > СНРХ > СН Р Х Я > 0 . 
убУ 

( 1 . 4 ) . Г о м о т о п и ч е с к а я и н в а р и а н т н о с т ь . П у с т ь п : Х »У - в е к т о р н о е 

р а с с л о е н и е . Т о г д а о т о б р а ж е н и е л* :Н Р(Y,K q) » H p ( X , K q ) я в л я е т с я 

изоморфизмом. В ч а с т н о с т и , для аффинного п р о с т р а н с т в а Ар* получаем 

Н р(Др , К) ш H p ( S p e c F, К) = 
0 , е с л и р > 0 ; 

K q ( F ) , е с л и р = 0 . 

( 1 . 5 ) . Гладкие м н о г о о б р а з и я . П у с т ь X q = X q (X) - п у ч о к на 

м н о г о о б р а з и и X, ассоциированный с предпучком U i »JC q(l7). Если X 

н е о с о б о , т о группы к о г о м о л о г и й НР(Х,Х ) пучка К к а н о н и ч е с к и 
q 

из оморфны группам Нр(X,Kq). 

( 1 . 5 . 1 ) . Мультипликативная с т р у к т у р а . Умножение в К-теории 

о п р е д е л я е т спаривание п у ч к о в X q x X q # » х

ч + ч ' с л е д о в а т е л ь н о , групп 

к о г о м о л о г и й Н р ( X , X q ) x H p ' ( X , X q , ) >Hp + p ( X , X q + q , ) . Э т о спаривание 

о п р е д е л я е т на г р у п п е 11 Нр(X, X ) с т р у к т у р у б и г р а д у и р о в а н н о г о 
p.qfcO 4 

( к о м м у т а т и в н о г о а с с о ц и а т и в н о г о ) кольца . В ч а с т н о с т и , г р у п п а Чжоу 

СИ*Х с т а н о в и т с я градуированным кольцом. 

( 1 . 5 . 2 ) . Гомоиорфизм о б р а т н о г о о б р а з а , п о с т р о е н н ы й в ( 1 . 2 ) для 

п л о с к о г о морфизма, можно о п р е д е л и т ь для п р о и з в о л ь н о г о морфизма 

f:X >Y в с л у ч а е гладких м н о г о о б р а з и й : f* :H p ( r ,X q ) > H p ( X , X q ) 

индуцирован е с т е с т в е н н ы м морфизмом п у ч к о в X q ( r ) — » f . ( X q ( X ) ) . При 

э т о м f : Я * ( У , Х # ) » Я * ( Х , Х . ) - гомоморфизм колец . Если морфизм 

f с о б с т в е н н ы й , т о f» к f* связаны формулой проекции. 

( 1 . 6 ) . К - к о г о м о л о г и и п р о е к т и в н о г о п р о с т р а н с т в а Р" л е г к о 

вычислить , и с п о л ь з у я точную п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ( 1 . 3 . 1 ) для тройки 

p n - i c — > р п ^ д п . приведем описание кольца Чжоу: гомоморфизм колец 
Z [ h ] / ( h n + 1 ) >СН*Р", переводящий л в к л а с с г и п е р п л о с к о с т и , я в л я е т с я 

изоморфизмом. 
10 Алгебра и шиша, И» 1,1990 г. 
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§ 2 . П р о с т е й ш и е с в е д е н и я о г р у п п а х Ч ж о у п р о е к т и в н ы х к в а д р и к 

С э т о г о м о м е н т а б у д у т р а с с м а т р и в а т ь с я т о л ь к о п о л я 

х а р а к т е р и с т и к и , н е р а в н о й 2 . П у с т ь да - н е в ы р о ж д е н н а я к в а д р а т и ч н а я 

ф о р м а н а д п о л е м F р а з м е р н о с т и d + 2 ( d ^ l ) , m - ц е л а я ч а с т ь ч и с л а 

( d + l ) / 2 . B д а л ь н е й ш е м в с е г д а ( к р о м е с п е ц и а л ь н о о г о в о р е н н ы х с л у ч а е в ) 

б у к в о й X б у д е т о б о з н а ч а т ь с я к в а д р и к а в п р о е к т и в н о м п р о с т р а н с т в е 

P d + 1 , о п р е д е л е н н а я ф о р м о й да ( в ч а с т н о с т и , d i m X = d ) . М н о г о о б р а з и е X 

н е о с о б о , п о с к о л ь к у да н е в ы р о ж д е н а ; С Н ° Х = 2 - [ Х ] , т а к к а к X н е п р и в о д и м о . 

П у с т ь h e C H 1 X - к л а с с г и п е р п л о с к о г о с е ч е н и я ( б о л е е т о ч н о , л -

о б р а т н ы й о б р а з г и п е р п л о с к о с т и о т н о с и т е л ь н о в л о ж е н и я X е — » P d + 1 ) . 

( 2 . 1 ) . В ы ч и с л е н и е г р у п п Ч ж о у в с л у ч а е м а к с и м а л ь н о р а с щ е п л е н н о й 

ф о р м ы . П у с т ь ( p = X 0 X j + . . . , Y - с е ч е н и е к в а д р и к и X г и п е р п л о с к о с т ь ю 

Х 0 = 0 . Т о г д а Y - о с о б а я к в а д р и к а н а е д и н и ц у м е н ь ш е й р а з м е р н о с т и , и 

U=X\Y=md. Т о ч н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь в ы р е з а н и я с в о д и т в о п р о с о 

г р у п п а х Ч ж о у к в а д р и к и X к в о п р о с у о г р у п п а х Ч ж о у Y. П р о д о л ж а я 

д е й с т в о в а т ь п о д о б н ы м о б р а з о м , с в о д и м з а д а ч у к в ы ч и с л е н и ю г р у п п Ч ж о у 

п р о е к т и в н о г о п р о с т р а н с т в а ( с м . ( 1 . 6 ) ) . П р и в е д е м о к о н ч а т е л ь н ы й о т в е т . 

П у с т ь с п е р в а d н е ч е т н о , © = X 0 X j + . . . + X d _ 1 X d + X 2

 + 1 . К в а д р и к а X с о д е р ж и т 

( т - 1 ) - м е р н о е п р о е к т и в н о е п р о с т р а н с т в о Р т ~ 1 ( о п р е д е л я е м о е , с к а ж е м , 

у р а в н е н и я м и X Q = X 2 = X 4 = . . . X d + j = 0 ) и в м е с т е с н и м п р о е к т и в н ы е 

п р о с т р а н с т в а в с е х м е н ь ш и х р а з м е р н о с т е й ; п у с т ь 1 р е С Н р Х - к л а с с Р р с Х . 

Т о г д а C H p X = Z - h p , С Н р Х = 2 - 1 р д л я р<т. Е с л и ж е d ч е т н о , 

< P = x 0 x 1 + . . . + x d _ 2 x d _ 1 + x d x d + 1 , т о ц и к л ы х 0 = х 2 = х 4 = . . . = x d = o и 

X = Х = Х = . . . = Х = 0 н е э к в и в а л е н т н ы ; п у с т ь 1 , 1 ' е С Н X - и х к л а с с ы . 
1 2 4 а * v m m m 

Т о г д а C H m X = Z - l m e Z - l m , а д л я р < т п о - п р е ж н е м у C H p X = Z - h p , C H p X = Z - I p . 

У м н о ж е н и е в СН*Х о п и с ы в а е т с я ф о р м у л а м и 

{ I + 1 ' , е с л и d ч е т н о ; 
m m ' 

21 , , е с л и d н е ч е т н о . 

( 2 . 2 ) . Р е д у к ц и я к а н и з о т р о п н о м у с л у ч а ю . В ы ч и с л е н и е г р у п п Ч ж о у 

п р о и з в о л ь н ы х к в а д р и к с в о д и т с я к а н и з о т р о п н о м у с л у ч а ю с л е д у ю щ и м 

п р и е м о м . П у с т ь да = 0 i п И, г д е \ji - а н и з о т р о п н а я ч а с т ь , л - и н д е к с 

В и т т а ф о р м ы да; Y - н е о с о б а я к в а д р и к а , с о о т в е т с т в у ю щ а я ф о р м е ф 

( d i m y = d - 2 n ) . Б у д е м о б о з н а ч а т ь ч е р е з X к в а д р и к у X ® F E , г д е E/F -

к а к о е - л и б о п о л н о с т ь ю р а с щ е п л я ю щ е е да р а с ш и р е н и е . Т о г д а С Н Р Х ^ 4 С Н Р Х , 

С Н р Х ^ С Н р Х д л я р < п ; C H p X s C H p - n y д л я р = п , п + 1 , . . . , d - л . П р о в е д е м 

п о с т р о е н и е п о с л е д н е г о и з о м о р ф и з м а . П у с т ь V~(Y

0' • • • 'Yd-2n*i^ + 

+ X t X ' j + . . . + X n X ^ i : Z < ^ - » X - з а м к н у т о е п о д м н о г о о б р а з и е , о п р е д е л е н н о е 

у р а в н е н и я м и Х { = Х £ = . . . = Х £ = 0 . О с о б а я к в а д р и к а Z я в л я е т с я к о н у с о м н а д Y 

с в е р ш и н о й р " " 1 . В ы к и д ы в а я в е р ш и н у , п о л у ч а е м в е к т о р н о е р а с с л о е н и е 
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T r : Z \ P n _ 1 - — > Y . Ц е п о ч к а к о р ф и з м о в Y с " Z \ P n " 1 с —»Z<^-»X д а е т ц е п о ч к у 

и з о м о р ф и з м о в 

С Н Р _ П Y СН р " п ( Z \ P n _ 1 ) < - ! — сн р _ п z -i—> снрх. 

П о с т р о е н н ы й и з о м о р ф и з м п е р е в о д и т п р о с т о й ц и к л н а У, з а д а н н ы й , 

с к а ж е м , у р а в н е н и я м и fa(Yl)=0, в п р о с т о й ц и к л н а X , о п р е д е л я е м ы й 

у р а в н е н и я м и fa(Yl)=0, X[=X'2= . . . = х ; = 0 . 

Для в ы ч и с л е н и я г р у п п ы к л а с с о в д и в и з о р о в СН*Х н а м п о т р е б у е т с я 

( 2 . 3 ) . Л е м м а . Пусть E / F - расширение Галуа с группой G . 
имеет место точная последовательность О — » C H 1 X — ^ ( C H 1 X E ) G — » B r ( E / F ) , 
где B r ( E / F ) - относительная группа Брауэра. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . И м е е м д в е т о ч н ы е 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т и G - м о д у л е й 

О — » Е'—» Е ( Х Е ) * — » P. D i v X E — » О, ( 1 ) 

0 — » P . D i v X Е — » D i v Х Е — » C ^ X g — > О, ( 2 ) 

г д е D i v ( P . D i v ) - г р у п п а д и в и з о р о в ( г л а в н ы х д и в и з о р о в ) . Р а с с м о т р и м 

к о м м у т а т и в н у ю д и а г р а м м у с т о ч н ы м и с т р о к а м и 

О — » E*G—» F ( X E ) * G — » ( P . D i v X E ) G — » Я 1 ( G , Е * ) 

II II 
О —> F*—> F ( X ) * — » Р . D i v X —> О 

В е р х н я я с т р о к а э т о й д и а г р а м м ы я в л я е т с я н а ч а л о м д л и н н о й т о ч н о й 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т и г р у п п к о г о м о л о г и й Г а л у а д л я ( 1 ) . По т е о р е м е 

Г и л ь б е р т а - 9 0 Я 1 ( G , E * ) = 0 . С л е д о в а т е л ь н о , ( P . D i v X £ ) G = P . D i v X. Из ( 2 ) 

п о л у ч а е м 

О — » ( P D i v X е . ) — » ( D i v X е . ) —> ( С Н 1 Х £ . ) G — > Я г ( G , P . D i v Х £ ) 

1 I I I 
0—> Р D i v X — » D i v X —> СН*Х > О 

ч т о д а е т т о ч н у ю п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 

О — » C H J X —> ( C H ^ X g ) 0 — ^ Я 1 ( G , P . D i v X E ) . 

О с т а л о с ь и с п о л ь з о в а т ь в л о ж е н и е H 1 ( G , P . D i v X E ) c — » H 2 ( G , E * ) -

= B r ( E / F ) , в о з н и к а ю щ е е и з ( 1 ) б л а г о д а р я т о м у , ч т о Я 1 ( G , E ( X E ) * ) = 0 . 

С о г л а с н о ( 2 . 2 ) , д о с т а т о ч н о д а т ь о п и с а н и е С Н 1 Х в а н и з о т р о п н о м 

с л у ч а е . 

( 2 . 4 ) . П р е д л о ж е н и е . Пусть <р анизотропна. Группа 

классов дивизоров СН*Х равна 2 - я для всех квадрик, кроме двумерной, 

заданной формой определителя 1. В этом исключительном случае <р с 

точностью до пропорциональности имеет вид <иа,Ь», и гомоморфизм 
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а, Ь 

r e s ; C H 1 X — » C H 1 X = Z @ Z отождествляет С Н 1 Х с подгруппой в Ж®Ж, 

порожденной элементами (1,1)=л и ( 2 , 0 ) . Если, скажем, 

<p=xl-aX2-bXl+abxl, то ( 2 , 0 ) = [ Z ] , где Z : X 2 - a X 2 = 0 , XQXz-aX1X3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П р и м е н и м л е м м у ( 2 . 3 ) к к а к о м у - л и б о 

к в а д р а т и ч н о м у р а с ш и р е н и ю E/F, р а с щ е п л я ю щ е м у <р. Е с л и d*3 и л и е с л и 

d = 2 , н о d e t т о C H 1 X E = Z - h , о т к у д а с р а з у п о л у ч а е к , ч т о С Н 1 Х = Z - n . 

Е с л и да~«а,Ь», т о C H 1 X E = Z e Z , G д е й с т в у е т н а С Н 1 Х Е т р и в и а л ь н о , о б р а з ы 

э л е м е н т о в ( 1 , 0 ) и ( 0 , 1 ) в г р у п п е Br(E/F) с о в п а д а ю т и р а в н ы к л а с с у 

[a, ti\ 
к в а т е р н и о н н о и а л г е б р ы П о с к о л ь к у к в а т е р н и о н н а я а л г е б р а и м е е т 

I F J 
э к с п о н е н т у 2 , мы з а к л ю ч а е м , ч т о СН X е с т ь п о д г р у п п а э л е м е н т о в и з Z@Z 

с ч е т н о й с у м м о й к о о р д и н а т . Н а к о н е ц , е с л и d = 2 , ip~<l,-a,-b>, т о 
С Н 1 Х Е = ( С Н 1 Х Е ) с = Ж - 1 0 и о б р а з 1 0 в B r (E/F) с н о в а р а в е н 

С л е д о в а т е л ь н о , СН*Х п о р о ж д е н а э л е м е н т о м 2 l Q , к о т о р ы й р а в е н л . 

Для д а л ь н е й ш е г о н а м п о н а д о б и т с я о д н о у т в е р ж д е н и е о г р у п п а х Ч ж о у 

п р о и з в о л ь н о г о м н о г о о б р а з и я . 

( 2 . 5 ) . Л е м м а . Пусть X - произвольное многообразие над F, Z 

- простой цикл на X, E/F - конечное расширение, причем EcF(Z). Тогда 

[ Z ] = 7 V E / F ( [ Т ] ) для некоторого простого цикла Т на Х £ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь с п е р в а X = S p e c А. О б о з н а ч и м 

ч е р е з р п р о с т о й и д е а л к о л ь ц а А, с о о т в е т с т в у ю щ и й Z . М о р ф и з м Х Е — > Х 

и н д у ц и р о в а н в л о ж е н и е м А<-—*B=A®FE. При э т о м В - к о н е ч н о п о р о ж д е н н ы й 

Л - м о д у л ь , в ч а с т н о с т и , Л с —>В - ц е л о е р а с ш и р е н и е к о л е ц , п о э т о м у p=qnA 

д л я н е к о т о р о г о п р о с т о г о и д е а л а q c B . П у с т ь Т - п р о с т о й ц и к л н а Х Е , 

с о о т в е т с т в у ю щ и й q. Т о г д а W ( [ T ] ) = [ E ( T ) :F(Z)] • [ Z ] . К о л ь ц о В п о р о ж д е н о 

н а д А э л е м е н т а м и и з Е, п о э т о м у Е(Т) т а к ж е п о р о ж д е н о н а д F ( Z ) 

э л е м е н т а м и и з Е, н о п р и э т о м F c F ( Z ) . С л е д о в а т е л ь н о , F ( T ) = F ( Z ) и 
N([T])=[Z]- В о б щ е м с л у ч а е п у с т ь U - о т к р ы т о е а ф ф и н н о е м н о ж е с т в о , 

п е р е с е к а ю щ е е с я с Z , Т'- п р о с т о й ц и к л н а 17 Е , д л я к о т о р о г о 

N([T])=[ZnU], Т - з а м ы к а н и е Т ' в Х Е . Т о г д а № ( [ Г ] ) = [ Z ] . 

П у с т ь с н о в а X - п р о е к т и в н а я к в а д р и к а , з а д а н н а я н е в ы р о ж д е н н о й 

к в а д р а т и ч н о й ф о р м о й <р. П р и в е д е м в ы ч и с л е н и е н у л ь м е р н о й г р у п п ы Ч ж о у . 

( 2 . 6 ) . П р е д л о ж е н и е . Гомоморфизм степени d e g ; C H Q X — > Z 

является вложением. Тем самым, если Ф изотропна, то C H 0 X = Z - I 0 = Z - [х], 

г д е х - любая замкнутая рациональная точка; если ip анизотропна,, то 
C H 0 X = Z - h d = Z - [ х ] , где х - любая замкнутая точка степени 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т р е б у е т с я лишь в а н и з о т р о п н о м 

с л у ч а е . П р о в е д е м е г о с п е р в а в п р е д п о л о ж е н и и , ч т о п о л е F н е и м е е т 

р а с ш и р е н и й н е ч е т н о й с т е п е н и . При d = l у т в е р ж д е н и е я в л я е т с я ч а с т н ы м 

с л у ч а е м ( 2 . 4 ) . П у с т ь d ^ 2 . В о з ь м е м д в е з а м к н у т ы е т о ч к и с т е п е н и д в а 
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х , у е Х и п о к а ж е м , ч т о [ х ] = [ у ] . Л ю б ы е д в е з а м к н у т ы е т о ч к и с т е п е н и 2 в 

P d + 1 л е ж а т в о д н о м 3 - м е р н о м л и н е й н о м п о д м н о г о о б р а з и и P 3 c P d + 1 . В з я в 

п е р е с е ч е н и е X с э т и м Р 3 , с в о д и м в о п р о с к с л у ч а ю d = 2 . П р о в е д е м 

п л о с к о с т ь ч е р е з х и п л о с к о с т ь ч е р е з у . Д в е п л о с к о с т и в Р 3 

п е р е с е к а ю т с я п о п р я м о й . Э т а п р я м а я в ы с е к а е т н а к в а д р и к е т о ч к у 

с т е п е н и 2 , с к а ж е м , z . Т а к и м о б р а з о м , п о с т р о е н н ы е п л о с к о с т и в ы с е к а ю т 

н а к в а д р и к е д в е к о н и к и , п е р е с е к а ю щ и е с я в т о ч к е z , п р и ч е м н а о д н о й и з 

к о н и к л е ж и т х, н а д р у г о й - у . О т с ю д а [ x ] = [ z ] = [ y ] . П у с т ь т е п е р ь 

с т е п е н ь у п р о и з в о л ь н а , с к а ж е м , 2 к . П о к а ж е м , ч т о [ у ] = к [ х ] . П о с к о л ь к у 

[ F ( y ) ; F ] - с т е п е н ь д в о й к и ( с м . п р е д п о л о ж е н и е о т н о с и т е л ь н о F ) , 

с у щ е с т в у е т п о д р а с ш и р е н и е F c E c F ( y ) т а к о е , ч т о [ F ( y ) : E ] = 2 . П у с т ь у ' -

т о ч к а н а Х £ , д л я к о т о р о й N E / F ( [ у ' ] ) = [ у ] ( п о л е м м е ( 2 . 5 ) т а к а я т о ч к а 

н а й д е т с я ) , a = r e s E / F ( [ х ] ) . Т о г д а d e g y ' = 2 = d e g а , п о э т о м у [ y ' ] = a , о т к у д а 

[ y ] = W E / F ( [ у ' ] ) = W E / F ( a ) = [ E ; F ] • [ х ] = к - [ x ] . 

В с л у ч а е п р о и з в о л ь н о г о о с н о в н о г о п о л я п у с т ь F ' - к о м п о з и т в с е х 

к о н е ч н ы х р а с ш и р е н и й E/F н е ч е т н о й с т е п е н и . Г о м о м о р ф и з м ы 

r e s E / F ; C H 0 X — » С Н 0 Х Е и н ъ е к т и в н ы , т а к к а к к о м п о з и ц и я N E / F ° r e s E / F е с т ь 

у м н о ж е н и е н а н е ч е т н о е ч и с л о ; С Н 0 Х Г / = l i m C H 0 X [ . , с о г л а с н о ( 1 . 1 ) . 

П о э т о м у r e s F / / F ; C H Q X — > С Н 0 Х Г / - т а к ж е м о н о м о р ф и з м , ч т о з а в е р ш а е т 

д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я . 

( 2 . 7 ) . Н е с к о л ь к о з а м е ч а н и й о г р у п п а х Ч ж о у п р о и з в о л ь н о й 

к о р а з м е р н о с т и в с л у ч а е а н и з о т р о п н о й к в а д р и к и . Для к а ж д о г о р п у с т ь 

Т С Н р с С Н р п о д г р у п п а к р у ч е н и я , С Н Р = С Н Р / Т С Н Р . Для p * d / 2 в ы ч и с л е н и е 

г р у п п ы С Н Р т р и в и а л ь н о : С Н р = 2 - л р , и н а ч е г о в о р я , 

Г Z , е с л и р < d / 2 ; 
C I j P = "j 2 Z , е с л и р > d / 2 

п р и о т о ж д е с т в л е н и я С Н Р Х с п о д г р у п п о й в СН Р Х. Г р у п п а 

C H d / 2 X c C H d / 2 X = Z ® Z ( п р и ч е т н о м d ) п о р о ж д е н а э л е м е н т о м (1,l)=hd/2, 

е с л и Ю«Ё1 2 ( F ) . В п р о т и в н о м с л у ч а е C H d / 2 X и м е е т д в е о б р а з у ю щ и е ( 1 , 1 ) 

и ( 2 Г , О) п р и н е к о т о р о м r ^ l , и с п о с о б в ы ч и с л е н и я г = г ( ю ) н е и з в е с т е н ; 

я с н о л и ш ь , ч т о 2 Г д е л и т [ F . - F ] , г д е E/F - л ю б о е п о л н о с т ь ю 

р а с щ е п л я ю щ е е да р а с ш и р е н и е , в ч а с т н о с т и г*т. Г р у п п а Т С Н Р я в л я е т с я 

2 - п е р и о д и ч е с к о й . Для д о к а з а т е л ь с т в а д о с т а т о ч н о в з я т ь т а к о е п о л н о с т ь ю 

р а с щ е п л я ю щ е е да р а с ш и р е н и е E/F, ч т о [ F ; F ] = 2 K . К о м п о з и ц и я С Н Р Х 

J ^ - > C H P X С Н Р Х с о в п а д а е т с у м н о ж е н и е м н а 2К, и Т С Н Р Х = 0 . В 

о с т а л ь н о м с т р о е н и е г р у п п ы ТСН* в е с ь м а з а г а д о ч н о ; м о ж н о п р и в е с т и 

п р и м е р к в а д р и к и , д л я к о т о р о й э т а г р у п п а б е с к о н е ч н а . 
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§ 3 . Т о п о л о г и ч е с к а я ф и л ь т р а ц и я н а г р у п п е Г р о т е н д и к а 

П у с т ь К(Х) - г р у п п а Г р о т е н д и к а к в а д р и к и X. М н о г о о б р а з и е X 

н е о с о б о , п о э т о м у K(X)=K'Q (X)=KQ ( X ) . Т е н з о р н о е п р о и з в е д е н и е л о к а л ь н о 

с в о б о д н ы х п у ч к о в и н д у ц и р у е т н а KQ(X) с т р у к т у р у к о л ь ц а , а г р у п п а 

К£ ( X ) и м е е т т а к н а з ы в а е м у ю т о п о л о г и ч е с к у ю ф и л ь т р а ц и ю [ 4 ] . П о э т о м у 

К0(X) - к о л ь ц о с ф и л ь т р а ц и е й , п р и ч е м э т и с т р у к т у р ы с о г л а с о в а н ы . 

В в е д е м о б о з н а ч е н и е д л я ф и л ь т р а ц и и : o = K t d + 1 ) с К 1 л ) с . . . с К 1 0 ) ~ К , 

K ( p ) = K ( d ~ p ) . К р о м е т о г о , п о л о ж и м &>K=G K=Klp)/Klp*l), и п у с т ь 

TGpKcGpK - п о д г р у п п а к р у ч е н и я , GPK=GPK/TGPK. 

( 3 . 1 ) . С в я з ь с г р у п п а м и Ч ж о у . Е с т е с т в е н н ы й э п и м о р ф и з м 

С Н Р Х — > - » G p K ( X ) , [ Z ] I — > [ 0 z ] с о в п а д а е т с к р а е в ы м э ф ф е к т о м с п е к т р а л ь н о й 

B G Q - п о с л е д о в а т е л ь н о с т и Е Р , Ч ( Х ) = > К' ( X ) . Я д р о э т о г о э п и м о р ф и з м а 

с о д е р ж и т с я в Т С Н Р Х п р и в с е х р и р а в н о н у л ю , е с л и p = 0 , l , 2 , 3 , d ( п р и 

р = 0 , 1 н е с у щ е с т в у е т д и ф ф е р е н ц и а л о в в с п е к т р а л ь н о й 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т и , з а к а н ч и в а ю щ и х с я в С Н Р Х ; д л я р = 2 е д и н с т в е н н ы й 

д и ф ф е р е н ц и а л и з E°'~1=H°(X,K1)=F* в С Н 2 Х , о ч е в и д н о , н у л е в о й ; с л у ч а й 

р = 3 р а с с м о т р е н в § 4 ; н а к о н е ц , г р у п п а C H d X н е с о д е р ж и т к р у ч е н и я 

( 2 . 6 ) ) . О т м е т и м , ч т о о т о б р а ж е н и е СН*Х—»G*JC(X) я в л я е т с я г о м о м о р ф и з м о м 

г р а д у и р о в а н н ы х к о л е ц . В э т о м п а р а г р а ф е п о л у ч и м н е к о т о р ы е с в е д е н и я о 

G*K(X) с п о м о щ ь ю р а б о т ы [ 1 ] , п о с в я щ е н н о й К - т е о р и и к в а д р и к . 

( 3 . 2 ) . С л у ч а й п о л н о с т ь ю р а с щ е п л е н н о й ф о р м ы . Е с л и ф о р м а </>, 

о п р е д е л я ю щ а я к в а д р и к у , п о л н о с т ь ю р а с щ е п л е н а , т о Т С Н р Х = 0 ( 2 . 1 ) , 

о т к у д а СН РХ—>G PK(X) - и з о м о р ф и з м п р и в с е х р . С л е д о в а т е л ь н о , е с л и d 

н е ч е т н о , т о К ( Х ) - с в о б о д н а я а б е л е в а г р у п п а р а н г а d + 1 с о б р а з у ю щ и м и 

1 , л , л 2 , . . . , л ш - 1 , 1 ш _ 1 , 1 л 1 _ 2 , . . . , 1 0 ( з д е с ь л - к л а с с в К(Х) 

с т р у к т у р н о г о п у ч к а г и п е р п л о с к о г о с е ч е н и я , I - к л а с с с т р у к т у р н о г о 

п у ч к а п р о с т р а н с т в а Р р с Х ) . Е с л и ж е d ч е т н о , т о К ( Х ) - с в о б о д н а я 

а б е л е в а г р у п п а р а н г а d + 2 : д о б а в л я ю т с я о б р а з у ю щ и е I и I V Ф и л ь т р а ц и я 

н а К(Х) в о б о и х с л у ч а я х е с т е с т в е н н а я : г р у п п а К < р ) ( X ) п о р о ж д е н а т е м и 

и з о б р а з у ю щ и х , к о р а з м е р н о с т ь к о т о р ы х н е м е н ь ш е р ( c o d i m I = d - p ) . 

О т м е т и м , ч т о 

п р и ч е т н о м d ; ( I + I ' - I , 
2jin — J ram m-l hl_ = I , 

p l 21 - I _ п р и н е ч е т н о м d . 

V m - l m-2 r 

( 3 . 3 ) . А л г е б р а К л и ф ф о р д а . П у с т ь т е п е р ь <р и м е е т п р о и з в о л ь н ы й 

и н д е к с В и т т а , С0(<р) - ч е т н а я ч а с т ь а л г е б р ы К л и ф ф о р д а С ( ю ) . О т м е т и м , 

ч т о d i m F C 0 ( » ) = 2 d + г . О п р е д е л и м ч и с л о s=s(<p) с л е д у ю щ и м о б р а з о м . Е с л и 

(pel2 (F), т о С 0 ( ю ) - п р о с т а я а л г е б р а , п о э т о м у п о т е о р е м е В е д д е р б а р н а 
C.(ip) = М [D) д л я н е к о т о р о г о т е л а D и ц е л о г о н е о т р и ц а т е л ь н о г о s. 

0 2 s 

Е с л и ж е 0 e I 2 ( F ) , т о С 0 ( ш ) ^ Л х А , г д е А - п р о с т а я а л г е б р а ( м о ж н о 
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п о к а з а т ь , ч т о А о п р е д е л я е т с я у с л о в и е м С(да) =М2 (А)); в э т о м с л у ч а е 

п у с т ь s - т а к о е ч и с л о , ч т о А=М S(D). В в е д е н н ы й и н в а р и а н т s 

у д о в л е т в о р я е т н е р а в е н с т в у i (<р) ss (<р) *т, г д е - и н д е к с В и т т а . 

( 3 . 4 ) . П у с т ь к а к в с е г д а X = Xe>fE, г д е E/F - п о л н о с т ь ю 

р а с щ е п л я ю щ е е ip р а с ш и р е н и е . Г р у п п а К ( Х ) н е с о д е р ж и т к р у ч е н и я [ 1 ] , 

п о э т о м у г о м о м о р ф и з м к о л е ц r e s ; K ( X ) — > К ( Х ) я в л я е т с я в л о ж е н и е м . 

О т о ж д е с т в и м К ( Х ) с п о д к о л ь ц о м в К ( Х ) . О т м е т и м , ч т о J C ( p ) ( X ) c J C ( p ) ( X ) . 

П у с т ь Н=Ж-l©Z-he. . . e Z - h d c K ( X ) - п о д к о л ь ц о , п о р о ж д е н н о е л . Р а в е н с т в о 

л = 1 - £ , г д е 5 = [ 0 х ( - 1 ) ] , п о к а з ы в а е т , ч т о Н с о в п а д а е т с п о д г р у п п о й , 

п о р о ж д е н н о й в с е м и [ О х ( п ) ] ( n e Z ) . З а м е т и м , ч т о ф и л ь т р а ц и и н а Н, 

и н д у ц и р о в а н н ы е с К ( Х ) ) и с К ( Х ) с о в п а д а ю т : Н р п о р о ж д е н а э л е м е н т а м и 

л р , л р + 1 , . . . , h d . 

( 3 . 5 ) . П р е д л о ж е н и е . Пусть <р&12 ( F ) . Тогда 

К(Х) = Н + Ж • I = И + Z - 2 m ~ s l 
4 ' s - l m-l ' 

(s=s(<p) - показатель расщепленности; считаем, что L i~ °)-> в 

частности, если s = 0 , mo К ( Х ) = Н . Е с л и же <pel2 (F), mo 
JC(X) = Я + Z • 2 m " s l + Z - 2 m " s I ' . 

v ' m m 

( 3 . 6 ) . Л е м м а . Пусть U - пучок Суона квадрики X [ 1 ] . Т о г д а 
[ U ( d ) ] = h d + 2 h d " 1 + . . . + 2 d " 1 h + 2 d в г р у л л е К ( Х ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у ч о к К и м е е т р е з о л ь в е н т у , 

с о с т а в л е н н у ю и з п у ч к о в О ( - d + 1 ) , . . . , 0 Х ( - 1 ) , 0 Х , © Х ( 1 ) , к о т о р а я д а е т в 

К(Х) р а в е н с т в о 

[W] = ( c « t l + c d + 1 + . . . + с ^ к " - 1 - ( с2 + 1 + c d + 1 + . . . + c d ;J)C d - 2 +.. .+ 

+ (-i) d- 2(c* + 1+c d + 1+ с 2

+ 1 к + (-D d - 1 (c° + 1 + c d + 1 ) + ( - Ц ^ Г 1 . 

О т с ю д а ( 1 + £ ) [ l £ ] = ( 2 d + 1 - l ) £ d + ( - l ) d С* ( - 1 ) d + 1 - k ^ k - 1 = 2 d + 1 ? d ) . 
k= 1 

т а к к а к ( l - £ ) d + 1 = h d + 1 = 0 . П о э т о м у ( 1 + £ ) [ l t ( d ) ] = ( 1 + £ ) [ W ] - ? " d = 

= 2 d + 1 . С д р у г о й с т о р о н ы , 1 + £ = 2 - л и ( 2 - л ) ( h d + 2 h d _ 1 + . . . + 2 d ) = 2 d + 1 . 

С л е д о в а т е л ь н о , [ 1 i ( d ) ] = h d + 2 h d _ 1 + . . . + 2 d . 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я . Р а с с м о т р и м 

с л у ч а й ipel2 ( F ) . З д е с ь С 0 ( ю ) - п р о с т а я а л г е б р а , т а к ч т о с у щ е с т в у е т 

е д и н с т в е н н ы й с т о ч н о с т ь ю д о и з о м о р ф и з м а п р о с т о й С 0 ( ю ) - м о д у л ь ; 

о б о з н а ч и м е г о ч е р е з J. И м е е м KQ(CQ(Ф))=Z-[J], [ С 0 ( ю ) ] = 2 S [ J ] . Д а л е е , 

е с л и u = [ l t e c J ] e K ( X ) , т о 2 s u = [ 1 i ] и, с о г л а с н о [ 1 ] , К(Х)=Н+Ж-и. З а м е н и м 

и н а u £ " d . Т о г д а 2 s u = [ U ( d ) ] п о - п р е ж н е м у K ( X ) = H ; r Z и, т а к к а к 

£ - < 1 H = H . У т в е р ж д е н и е п р е д л о ж е н и я п о л у ч а е т с я т е п е р ь и з р а в е н с т в а 
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2 p + 1 I p = h d + 2 h d - 1 + . . . + 2 p h d _ p ( д л я л ю б о г о р < ш ) . В с л у ч а е <pel2(F) 

а л г е б р а С 0 ( д а ) е с т ь АхА, и и м е ю т с я д в а н е и з о м о р ф н ы х п р о с т ы х 

С 0 ( д а ) - м о д у л я , с к а ж е м , J и J ' ; г р у п п а К „ ( С 0 (да ) ) р а в н а 2 - [ J ] ® 2 - [ J ' ] . 

П о л о ж и м 

u = [Ii® J] , u' = [to. J' ] . 
о '-о 

Т о г д а 
K ( X ) = Я + 2 - й + Ж-и'. 

П у с т ь ц , Л' - о б р а з у ю щ и е С у о н а г р у п п ы К ( Х ) . Т о г д а 

К ( Х ) = Я + Ж-и + Ж-и' = Я + 2 - I g + Z - l m ; 2 m " s й = и , 2 m " s й ' = и ' . 

С л е д о в а т е л ь н о , 

К ( Х ) = Я + 2 - й + 2 - й ' = Я + 2 - 2 m ~ s й + 2 - 2 m ~ s й ' = Я + 2 • 2 m ~ s l + 2 - 2 m ~ s l ' . 
m m 

( 3 . 7 ) . С о г л а с н о д о к а з а н н о м у п р е д л о ж е н и ю I s l e K ( X ) , о т к у д а 

l . - a " h l . - i ' t . - 3 - w . - a ' " " l [ o " W i e , f W - П У С Т Ь P k = m i n ( p U k e K ( p ) ( X ) } . 

Я с н о , ч т о р 0 < р г < . . . < p s l и Р к

£ к . К р о м е т о г о , е с л и ф о р м а да 

а н и з о т р о п н а , т о Р к > к , т а к к а к р а в е н с т в о Р к = к п р и н е к о т о р о м к в л е к л о 

бы в к л ю ч е н и е l 0 = h k I k e K ( 0 , ( X ) , к о т о р о е , о ч е в и д н о , н е в ы п о л н я е т с я д л я 

к в а д р и к и б е з р а ц и о н а л ь н ы х т о ч е к . 

( 3 . 8 ) . Т е о р е м а . Пусть X - квадрика, заданная анизотропной 
формой tptl2 (F); pQ,pt,.. . ,psl - определенные выше числа. Тогда 

( 2 / 2 - 1 - , . 
р [ О для Oi 

если р = р . ; 
TGK(X) = -{ К' k 

р I п л/тст остальных р. 

В частности, | T G K ( X ) | = 2 S ; е с л и s(<p)=0, то группа GK(X) кручения 
не имеет. 

( 3 . 9 ) . Л е м м а . В условиях теоремы ( 3 . 8 ) имеет место 
равенство К , р , ( X ) = 2 - I k Q + Я ( р ) , где kQ=max { к | 1 к е К ( р ) ( X ) ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В к л ю ч е н и е э о ч е в и д н о . Д о к а ж е м 

о б р а т н о е в к л ю ч е н и е . П у с т ь x = a l s _ 1 + J a l h l e K ( p ) . И с п о л ь з у я р а в е н с т в о 

2 l j = h d ~ J + I j _ l f п р е д с т а в и м х в в и д е х=Ык+ £ D i n l с н е ч е т н ы м Ь . Е с л и 

k*k0, т о п е р в о е с л а г а е м о е л е ж и т в К ( р ) , п о э т о м у в т о р о е с л а г а е м о е 

л е ж и т в К ( р ) л Н = Я ( р 1 . П у с т ь k>kQ. Можно с ч и т а т ь , ч т о k=kQ+l ( з а м е н и в 

k - k n + l d - k n - l 
х н а xh ° ) , Ь = 1 ( п о с к о л ь к у 2L . = h + L ) . И т а к , 

к о 1 о 

I k o + 1 + I Ь ^ е К ^ , , о т к у д а £ b j h ' e K ^ , и, с л е д о в а т е л ь н о , I

k o + 1 e K ( p ) . 

ч т о п р о т и в о р е ч и т в ы б о р у ч и с л а kQ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . При Р * Р к г р у п п а 

GpK с о в п а д а е т п о л е м м е с г р у п п о й Я ( р ) / Я ( P _ D > к о т о р а я н е и м е е т 

к р у ч е н и я . При р = р к г р у п п а GpK п о р о ж д е н а э л е м е н т а м и 1 к и hd~p; п р и 

ЭТОМ l k * 0 , 2 1 к = 0 , fed_p«TGpK. П о э т о м у T G p K = 2 / 2 - I k . 
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К а р т и н а у с л о ж н я е т с я в с л у ч а е <pel2 ( F ) . П у с т ь г = г ( ю ) - т а к о е 

ч и с л о , ч т о ( 2 Г , 0 ) - в т о р а я о б р а з у ю щ а я г р у п п ы C l f X ( с м . ( 2 . 7 . ) ) . 

( 3 . 1 0 ) . Т е о р е м а . Пусть X - квадрика, заданная 

анизотропной формой tpelz(F). Тогда градуированную группу TGK(X) 

можно разложить в сумму двух градуированных подгрупп Т 1 ® Т 1 1 (назовем 

Т1 - и к р у ч е н и е м первого рода", Т 1 1 - „кручением второго рода") 

так, что при этом: 

1 ) Т 1 обладает теми же свойствами, что кручение в случае 

ipil2 ( F ) , а именно 

Ti к Г 2 / 2 - f к -
 е с л и Р-Ръ* 

Р \ 0 для остальных р; 

2 ) Т1

р

г =0 при p^m, | T I I | = 2 t , г д е t - н е о т р и ц а т е л ь н о е ц е л о е 

ч и с л о , у д о в л е т в о р я ю щ е е н е р а в е н с т в о м r+s-n&tss, Тр

г- циклическая 

группа при всех р. В частности, \TGK(X) \=2S*Tj если s(<p)=0, то 

группа GK(X) кручения не имеет. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из ф о р м у л и р о в к и т е о р е м ы я с н о , ч т о 

Т 1 - п о д г р у п п а в TGK, п о р о ж д е н н а я э л е м е н т а м и 1 0 , \ х , . . . , 1 В _ 1 . 

О п р е д е л и м г р у п п у Г 1 1 . П у с т ь l = 2 m _ s l m e J C ( X ) , t = m i n { t ' | 2 t ' l e K m } g k = m i n 

{ g | 2 k l e K ( q ) ) д л я k=0,l t - 1 . Я с н о , ч т о q0^q^. • . -Яь. ! > m - Е с л и q 

н е р а в н о ни о д н о м у и з ч и с е л qK, т о п о л о ж и м Т^1 =0. В п р о т и в н о м 

с л у ч а е , п у с т ь T q * - п о д г р у п п а в T G q K , п о р о ж д е н н а я э л е м е н т о м 2 ° ( , 

г д е k0 = m i n -{k\q = < ? к ) . О т м е т и м , ч т о в о б о и х с л у ч а я х I T ^ 1 I = 

card<kIq=q k > , „ , . 

=i. , т а к ч т о , в ч а с т н о с т и , I T 1 1 1=2 . Д е й с т в у я к а к п р и 

д о к а з а т е л ь с т в е т е о р е м ы ( 3 . 8 ) , н е т р у д н о п о к а з а т ь , ч т о T G K = T I e T 1 1 . 

( 3 . 1 1 ) . П р и м е р . Пусть р - натуральное число, причем р<т, 

если т нечетно. Если форма <р анизотропна и для некоторого 

квадратичного расширения E/F индекс Витта формы <рЕ больше р, то 

TGpK ( X ) = Z / 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При р<т, п р и м е н я я о т о б р а ж е н и е 

н о р м ы W E / F к э л е м е н т у 1 р е К ( р ) ( Х £ ) , п о л у ч а е м э л е м е н т 2 1 р , о т к у д а 

l p _ 1 = 2 l p - h d " p e K ( p ) ( X ) и, с л е д о в а т е л ь н о , T G p K ( X ) = Z / 2 - I p _ 1 . При р=т 

( е с л и m ч е т н о ) и м е е м Nz/r ( I . J - l . + i ; . о т к у д а 1Ш_ 1=la+^-hmeK( т , ( X ) . 

О т м е т и м , ч т о в у с л о в и я х п р и м е р а е с л и , с к а ж е м , 

< р = Ъ 0 ( Х 2 - а У 2 ) + ЬХ(Х\ - а У 2 ) + . . + Ь р ( Х 2 - а У 2 ) + 0 ( Г , ) , 

т о н е н у л е в о й э л е м е н т к р у ч е н и я в г р у п п е G p K ( X ) р а в е н [ 0 z ] - h d - p , г д е Z 

- п р о с т о й ц и к л , з а д а н н ы й у р а в н е н и я м и 

Х 0 Х , - aY0Yi = 0 ( i = 0 , l , . . . , p ) , Т-0 
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( Z н е я в л я е т с я л о к а л ь н о п о л н ы м п е р е с е ч е н и е м ) . 

З а в е р ш и м п а р а г р а ф о п и с а н и е м п о в е д е н и я г р у п п ы G*K к в а д р и к и при 

н е к о т о р ы х р а с ш и р е н и я х о с н о в н о г о п о л я . 

( 3 . 1 2 ) . П р е д л о ж е н и е . Пусть E/F - расширение одного из 

следующих типов: 

1 ) алгебраическое (возможно, бесконечное) нечетной степени; 

2 ) чисто трансцендентное. 

Тогда гомоморфизм r e s E / F ; G K ( X ) —МЖ(ХЕ) является изоморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В с и л у [ 1 ] с о г л а с о в а н н ы й с 

ф и л ь т р а ц и е й г о м о м о р ф и з м r e s E / F i C ( X ) — » К ( Х Е ) е с т ь и з о м о р ф и з м . П о э т о м у 

ч т о б ы д о к а з а т ь , ч т о и н д у ц и р о в а н н ы й г о м о м о р ф и з м а с с о ц и и р о в а н н ы х 

г р а д у и р о в а н н ы х г р у п п т о ж е и з о м о р ф и з м , д о с т а т о ч н о п р о в е р и т ь е г о 

и н ъ е к т и в н о с т ь и л и с ю р ъ е к т и в н о с т ь . Е с л и E/F - к о н е ч н о е р а с ш и р е н и е 

н е ч е т н о й с т е п е н и , т о r e s E / F . - G*K(X)—»G*K(XE) и н ъ е к т и в е н , т а к к а к 

к о м п о з и ц и я N E / F < > r e s E / F е с т ь у м н о ж е н и е н а н е ч е т н о е ч и с л о [ F ; F ] . Для 

б е с к о н е ч н о г о н е ч е т н о г о а л г е б р а и ч е с к о г о р а с ш и р е н и я и н ъ е к т и в н о с т ь r e s 

с л е д у е т и з п е р е с т а н о в о ч н о с т и G*K с п р о е к т и в н ы м и п р е д е л а м и ( 1 . 1 ) . 

П у с т ь т е п е р ь E/F - ч и с т о т р а н с ц е н д е н т н о е р а с ш и р е н и е . В э т о м с л у ч а е 

д о к а ж е м с ю р ъ е к т и в н о с т ь r e s E / F . Можем с ч и т а т ь , ч т о Е - п о л е 

р а ц и о н а л ь н ы х ф у н к ц и й а ф ф и н н о г о п р о с т р а н с т в а й". Д о к а ж е м с н а ч а л а 

с ю р ъ е к т и в н о с т ь г о м о м о р ф и з м а r e s E / F . - C H * X — » С Н * Х Е н а г р у п п а х Ч ж о у . Для 

э т о г о р а з л о ж и м е г о в к о м п о з и ц и ю С Н * Х — > С Н * ( Х х Д , п ) — > С Н * Х Е . П е р в а я 

с т р е л к а - и з о м о р ф и з м в в и д у г о м о т о п и ч е с к о й и н в а р и а н т н о с т и г р у п п Ч ж о у 

( 1 . 4 ) . В т о р а я с т р е л к а с о в п а д а е т с п о с л е д н и м г о м о м о р ф и з м о м в т о ч н о й 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ( 1 . 3 . 2 ) , с в я з а н н о й с п л о с к и м м о р ф и з м о м 

р г . - Х х Д " — » Д " , п о э т о м у с ю р ъ е к т и в н а . С ю р ъ е к т и в н о с т ь r e s н а G*K 

п о л у ч а е т с я т е п е р ь и з к о м м у т а т и в н о й д и а г р а м м ы 

н* — ~ с | * х Е . ( 

G*K(X) —> G * K ( X E ) 

§ 4 . Г р у п п а Н ^ Х , ! ^ ) 

( 4 . 1 ) . Т е о р е м а . При d ь 3 естественный гомоморфизм 

F * = H ° ( X , K 1 ) ® C H 1 X — » Н 1 ( Х , К 2 ) является изоморфизмом. 

( 4 . 2 ) . Л е м м а . Пусть X содержит рациональную точку. Тогда 

F*-^ Hl(X,Kz), K 2 ( F ) Н ° ( Х , К 2 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь ( p = X 0 X j + . . . , Y - г и п е р п л о с к о е 

с е ч е н и е Х 0 = О к в а д р и к и X, U = X \ y e f t d . П о л у ч а е м д и а г р а м м у с т о ч н о й 

с т р о к о й 



Квадратичные формы 1 5 5 

Q 
О — » Н°(Х,К2) » H°(U,K2) - » Н ° ( Г , К 1 ) — » Я г ( Х , К 2 ) — » я 1 ^ , ^ ) 

^ II II I I , 
K 2 ( F ) F* О 

г д е а - о б р а т н ы й о б р а з с т р у к т у р н о г о м о р ф и з м а . Т р е у г о л ь н и к 

к о м м у т а т и в е н , п о э т о м у г о м о м о р ф и з м 8 с ю р ъ е к т и в е н , и 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь р а с п а д а е т с я н а д в а и з о м о р ф и з м а . 

П у с т ь т е п е р ь X б е з р а ц и о н а л ь н ы х т о ч е к , E/F - т а к о е к в а д р а т и ч н о е 

р а с ш и р е н и е , ч т о ш Е и з о т р о п н а . Из к о м м у т а т и в н о й д и а г р а м м ы 

,f , t r e s 

F » Я ^ Х , * . , ) 

с л е д у е т , ч т о f - в л о ж е н и е . Б о л е е т о г о , I m r e s c H 1 ( X E , K 2 ) G = E* G = 

F * ( G = G a l(E/F)) , т а к ч т о г о м о м о р ф и з м r e s д а е т р а с щ е п л е н и е 

м о н о м о р ф и з м а f , и д л я д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы д о с т а т о ч н о д о к а з а т ь 

( 4 . 3 ) . П р е д л о ж е н и е . Гомоморфизм r e s E / F ; Я 1 ( X , К 2 ) —> 

—>Н* ( Х Е , К 2 ) инъективен для произвольного квадратичного расширения 

E=F(va~"). 

Д о к а з а т е л ь с т в о и с п о л ь з у е т д в а р е з у л ь т а т а о 

к в а д р а т и ч н ы х р а с ш и р е н и я х . П е р в ы й - т е о р е м а Г и л ь б е р т а - 9 0 д л я Кг [ 2 ] . 

В т о р о й - с л е д у ю щ е е о п и с а н и е ( К 2 Е ) ° [ 3 ] , с . 1 6 : л ю б о й д б ( К 2 Е ) с 

п р е д с т а в л я е т с я в в и д е £ E + { v / a ~ " ' . , c } , г д е £ e K 2 ( F ) , c e F * ( F Q - з а м ы к а н и е 

в F п р о с т о г о п о д п о л я ) и { - 1 , e } = 0 e K 2 ( F 0 ) . 

Р а с с м о т р и м к о м м у т а т и в н у ю д и а г р а м м у 

K , F ( X ) 11 . F ( x ) * 

О —> К_Е — » К , Е ( Х ) 11 . Е ( х ) * 
^ Х € Х Е 

П у с т ь v е 11 F ( j r ) * , T)=rv и »)=йд д л я н е к о т о р о г о д е К _ Е ( Х ) . Т р е б у е т с я 
х е Х 1 

н а й т и £ e K 2 F ( X ) , д л я к о т о р о г о v=d£. П у с т ь о - - о б р а з у ю щ а я г р у п п ы Г а л у а 

G. Э л е м е н т т) я в л я е т с я о - - и н в а р и а н т н ы м , с л е д о в а т е л ь н о , д - с г д е . Kerd=JC 2 E 

( л е м м а ( 4 . 2 ) ) . Т а к к а к д - <гд е K e r ( K 2 E - ^ - > K 2 F ) , т о п о т е о р е м е 

Г и л ь б е р т а - 9 0 н а й д е т с я т а к о й t e K 2 E , ч т о д - а д = t - c r t . З а м е н и м д н а 

д - t . Т о г д а п о - п р е ж н е м у а"д==т) и, к р о м е т о г о , т е п е р ь д е ( К 2 Е ( Х ) ) с . 

И с п о л ь з у я о п и с а н и е (КгЕ(Х))с д л я к в а д р а т и ч н о г о р а с ш и р е н и я E(X)/F(X) 

и у ч и т ы в а я , ч т о F а л г е б р а и ч е с к и з а м к н у т о в F ( X ) , п о л у ч а е м 

п р е д с т а в л е н и е д в в и д е д = г £ + 0 , г д е £ e K 2 F ( X ) , © е KJS. Т е п е р ь 

rd(Z=dr£=T)=rv, о т к у д а d £ = v . П р е д л о ж е н и е и т е о р е м а д о к а з а н ы . 

( 4 . 4 ) . С л е д с т в и е . Для любой квадрики X все 

дифференциалы спектральной BGQ-последовательности, выходящие из 
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членов Е*'~г(X) при г г 2 равны нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Е с л и d < 3 , д о к а з ы в а т ь н е ч е г о . П у с т ь 

d s 3 . И м е е м к[1 / 2 » ( Х ) = Е ^ > " 2 ( X ) < — - " 2 ( Х ^ Я 1 ( Х , К 2 ) . Из к о м м у т а т и в н о й 

д и а г р а м м ы 

х { 1 / 2 ) ( Х ) <—» Я 1 ( Х , * С 2 ) 

п о л у ч а е м Е^'~2=Ег•~г, ч т о э к в и в а л е н т н о д о к а з ы в а е м о м у у т в е р ж д е н и ю . 

И с п о л ь з у я д о п о л н и т е л ь н о , ч т о д и ф ф е р е н ц и а л ы и з ч л е н о в п р и 

г £ 2 т а к ж е н у л е в ы е , п о л у ч а е м 

( 4 . 5 ) . С л е д с т в и е . Отображение СН 3 Х » G3K(X) является 

изоморфизмом. 

§ 5 . Квадрики р а з м е р н о с т и 3 и 4 

Р е з у л ь т а т ы п р е д ы д у щ и х п а р а г р а ф о в п о з в о л я ю т в ы ч и с л и т ь г р у п п ы 

Чжоу к в а д р и к р а з м е р н о с т и н е выше 4 . Для т а к и х к в а д р и к С Н Р Х К ? Р К ( Х ) -

и з о м о р ф и з м п р и в с е х р . Н а ч н е м с о в с п о м о г а т е л ь н ы х у т в е р ж д е н и й . 

( 5 . 1 ) . Л е м м а [ 5 ] . Для любой нечетномерной квадратичной 

формы да в группе Брауэра BrF поля F выполнено равенство 

[ С 0 ( « » ) ] = [С(да i <-d±<p>)]. 

( 5 . 2 ) . С л е д с т в и е . Для нечетномереной формы да следующие 
утверждения эквивалентны: 

!) [со (ЧР) ] ~ тривиально в BrF; 
2 ) [да 1 < - d ± < p > ] е I 3 ( F ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . З а м е т и м , ч т о [да х < - d + » > ] е J 2 ( F ) , 
2 3 — 

а г о м о м о р ф и з м I /I » 2 B r F , [ф] i >[С(ф)] я в л я е т с я и з о м о р ф и з м о м [ В ] . 

Г р у п п ы Ч ж о у к о н и к и 2 - м е р н ы х к в а д р и к о п и с а н ы в § 2 , т а к ч т о 

н а ч и н а е м с о с л у ч а я d = 3 . 

( 5 . 3 ) . Т е о р е м а . Пусть X - трехмерная квадрика без 

рациональных точек. Если да ~ « а , Ъ » i <с>, то Т С Н 2 Х = 2 / 2 ; в противном 

случае, Т С Н 2 Х = 0 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из т е о р е м ы ( 3 . 8 ) , у ч и т ы в а я , ч т о 

Т С Н 1 Х = 0 , п о л у ч а е м Т С Н 2 Х = 2 / 2 , е с л и я ( д а ) Ы ; Т С Н 2 Х = 0 , е с л и я ( д а ) = 0 . 

У с л о в и е s ^ i о з н а ч а е т , ч т о [ С 0 ( д а ) ] = 0 в В г Е д л я н е к о т о р о г о 

к в а д р а т и ч н о г о р а с ш и р е н и я E=F{V~a^), т . е . ( с л е д с т в и е ( 5 . 2 ) ) [да i 

< - d ± © > ] E e J 3 ( F ) . П о с к о л ь к у р а з м е р н о с т ь ф о р м ы да х < - d + ( p > р а в н а 6 < 2 3 , 

п о с л е д н е е с о о т н о ш е н и е о з н а ч а е т , ч т о ф о р м а ( [ ч р ± 

<-d+<p>]) Е г и п е р б о л и ч е с к а я [ 5 ] , т . е . и н д е к с В и т т а ф о р м ы да£ р а в е н 2 , 

о т к у д а да_ « a , J b > i < с > д л я н е к о т о р ы х b , c e F * . 

П е р е х о д и м к и з у ч е н и ю 4 - м е р н ы х к в а д р и к . 
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( 5 . 4 ) . П р е д л о ж е н и е . Пусть © - 6-мерная анизотропная 
форма. Тогда 

I . е с л и d + Ф = - d e t Ф = 1, то s ( © ) = 0 ; 

I I . если - d e t <р *1, то 
1) s(©)=2 » ©~ « а » в <1,Ь, о ; 
2) s ( © ) = l о ©~ « а > Ь > ± < с , d > , причем cd*D<-a,-b,ab>; 

3 ) s ( ® ) = 0 » © н е содержит 4-мерных подформ определителя 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь <р=<1>±ф. Т о г д а С 0 ( © ) з 

= С ( ^ ) [ 5 ] . 

I . П у с т ь - d e t © = 1. В э т о й с л у ч а е С(ф)^С0 (ф)*С0(ф), о т к у д а 

s (<p)=s (ф). Е с л и s > 0 , т о , к а к б ы л о п о к а з а н о п р и д о к а з а т е л ь с т в е 

т е о р е м ы ( 5 . 3 ) , ф о р м а ф с о д е р ж и т 4 - м е р н у ю п о д ф о р м у о п р е д е л и т е л я 1 и, 

с л е д о в а т е л ь н о , п р е д с т а в л я е т 1 ( т а к к а к d e t ф = 1), ч т о п р о т и в о р е ч и т 

а н и з о т р о п н о с т и ф о р м ы <р. 

I I . П у с т ь - d e t <р *1. Т о г д а С(ф)*С0(ф)вЕ, г д е £ 7 = F ( V - d e t Ф ) ; к р о м е 

т о г о , фЕ±<-йеЬ фЕ> = Ф Е . 

1) У с л о в и е s=2 о з н а ч а е т , ч т о ф о р м а Ф е г и п е р б о л и ч е с к а я , 

т . е . Ф~«а>»<1,Ь, о , г д е a = - d e t Ф . 

2) Е с л и s=l, т о Ф е и з о т р о п н а , и, с л е д о в а т е л ь н о , Ф с о д е р ж и т 

4 - м е р н у ю п о д ф о р м у о п р е д е л и т е л я 1. У т в е р ж д е н и е 3 ) - п р о с т о е с л е д с т в и е 

у т в е р ж д е н и й 1) и 2). 

И с п о л ь з у я п р е д л о ж е н и е ( 5 . 4 ) , т е о р е м ы ( 3 . 8 ) и ( 3 . 1 0 ) и п р и м е р 

( 3 . 1 1 ) , п о л у ч а е м т е о р е м у : 6 

( 5 . 5 ) . Т е о р е м а . Пусть X - 4-мерная квадрика без 

рациональных точек. Тогда 
I . если - d e t Ф = 1, то СН*Х кручения не имеет, С Н 2 Х - подгруппа 

в Z e Z , порожденная элементами (1 ,1 )=л 2 и ( 4 , 0 ) ; 

I I . если - d e t © * 1, то 
в случае 1) предложения ( 5 . 4 ) T C H 2 X = Z / 2 = T C H 3 X ; 
в случае 2) T C H 2 X = 0 , T C H 3 x = Z / 2 ; 

в случае 3 ) кручения нет. 
( 5 . 6 ) . Д о п о л н е н и е . Если © = a Q X 2 + . . . + а 5 Х 2 и 

a 0 a t , . . . ,а5=-1Ссяучаи I J , л ю С Н 2 Х э ( 4 , 0 ) = [г], где Z : 

a 0 X 0 + a i X 2 = 0 ' a

2

X 2 + a 3 X 3 = 0 ' X 0 X 2 X 4 + a i a 3 a 5 X

1

X 3 X S = ° ' 

§ 6 . Группа СН 2 Х 

( 6 . 1 ) . Т е о р е м а . Пусть X - проективная квадрика, заданная 
невырожденной квадратичной формой ©. Если Ф анизотропна, 
пропорциональна подформе 3-формы Пфистера и d i m © > 4 , то ТСН 2Х=2/2. В 
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остальных случаях Т С Н 2 Х = 0 . 

( 6 . 2 ) . Л е м м а . Пусть U - аффинная квадрика над полем F, 
определенная уравнением а 0 + а 1 У 2 + . . . + а п У 2 + Ь 1 Х 2 + . . . + b s X 2 = 0 ( n ^ l ) ; V 

- 4-мерная квадрика над полем F(yx,. . . у п ) , заданная уравнением 

( a 0 + a j y 2 + a n y 2 ) + j b t X 2 + . . . + j b 5 X 2 = 0 . . Тогда естественный гомоморфизм 

СЯги » С Н 2 У является изоморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . М о р ф и з м тг:17 » д 1 , ( y t > . . . ,уп, 

x1,....,xs) I > y l t с о г л а с н о ( 1 . 3 . 2 ) , д а е т т о ч н у ю 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 11 , , С Н 1 ! / . » СН 2 Г/ — — » С Н 2 1 ? » 0 , г д е £Л -

t e t f l 1 ) 1 1 ь 

спой п н а д з а м к н у т о й т о ч к о й t , U - с л о й н а д о б щ е й т о ч к о й - к в а д р и к а 

н а д п о л е м ^(.У^, з а д а н н а я у р а в н е н и е м (а0+агу2) + а 2 У 2 

+ . . . = 0 . П о с к о л ь к у C H 1 U t = 0 д л я в с е х t , п о л у ч а е м и з о м о р ф и з м CH 2 t7 

СН 2£7. П р о д о л ж а я д е й с т в о в а т ь п о д о б н ы м о б р а з о м , ч е р е з п ш а г о в п о л у ч и м 

у т в е р ж д е н и е л е м м ы . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . В и з о т р о п н о м с л у ч а е 

д о к а з ы в а т ь н е ч е г о ; д а л е е да а н и з о т р о п н а . Для к в а д р а т и ч н ы х ф о р м 

р а з м е р н о с т и н е выше 6 т е о р е м а п о л у ч а е т с я и з р е з у л ь т а т о в п р е д ы д у щ е г о 

п а р а г р а ф а . П у с т ь да = aQY2+ajr\+. . . + а п У 2 + Ь г Х 2 + Ь 5 Х 2 ( n a i ) , у 

г и п е р п л о с к о е с е ч е н и е 1" 0 =0 п р о е к т и в н о й к в а д р и к и X . Из т о ч н о й 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т и С Н 1 У > С Н 2 Х » СН 217 > 0 п о л у ч а е м 

Т С Н 2 Х = С Н 2 1 7 ; п о л е м м е ( 6 . 2 ) CH 2 t7=CH 2 V и, д а л е е , C H 2 V = T C H 2 X ' , г д е X ' 

4 - м е р н а я п р о е к т и в н а я к в а д р и к а н а д п о л е м F(у х,. . .,у), 

с о о т в е т с т в у ю щ а я а н и з о т р о п н о й ф о р м е ф = ( a Q + a 1 y 2 + . . . + 

+ a n y 2 ) X 2 + b 1 X 2 + . . . + Ь 5 Х 2 . Г р у п п а Т С Н 2 Х ' в ы ч и с л е н а в § 5 . Т а к к а к 

- d e t ф*1, т о п о т е о р е м е ( 5 . 5 ) Т С Н 2 Х ' = 2 / 2 , е с л и ф п о л н о с т ь ю 

р а с щ е п л я е т с я в к в а д р а т и ч н о м р а с ш и р е н и и , Т С Н 2 Х ' = 0 - в п р о т и в н о м 

с л у ч а е . П о с л е д н и м ш а г о м в д о к а з а т е л ь с т в е т е о р е м ы я в л я е т с я 

( 6 . 3 ) . Л е м м а . Следующие утверждения равносильны: 

а ) ф полностью расщепляется в квадратичном расширении; 

б ) да пропорциональная подформе 3-формы Пфистера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о к а ж е м , ч т о и з а ) с л е д у е т б ) . 

П у с т ь L=F(y1,...,yn), E=L(V-det ф ' ) Е с л и б - м е р н а я а н и з о т р о п н а я 

ф о р м а п о л н о с т ь ю р а с щ е п л я е т с я в н е к о т о р о м к в а д р а т и ч н о м р а с ш и р е н и и , т о 

о н а п о л н о с т ь ю р а с щ е п л я е т с я п р и п р и с о е д и н е н и и V-aex. . О п р е д е л и т е л ь 

ф о р м ы х = < - Ь , . . . , b s , b j , . . . , b s > р а в е н - 1 и ХЕ=ФЕ п о л н о с т ь ю р а с щ е п л е н а . 

С л е д о в а т е л ь н о , х и з о т р о п н а , о т к у д а < Ь Х , . . . , Ь 5 > „ « а , Ь > ± < - с > . Можем 

с ч и т а т ь , ч т о ф =< (а0-гагу2-г.. . + а п у 2 ) , 1 , -а, -Ь, аЪу -о. Ф о р м а < а , Ь > 

р а с щ е п л я е т с я п р и п р и с о е д и н е н и и к L к о р н я и з - d e t ф = 

= с(а0+а^уг+. . .+апу2), с л е д о в а т е л ь н о , 6\еЬф s DL<-a,-Ъ,аЪ>, т . е . 

а.+а,у2+. . .+а y2<=D, <ac,bc,-abc>. П о с л е д н е е о з н а ч а е т [ 5 ] , ч т о <а , 
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ах,..., а п > - п о д ф о р м а в <ас,Ъс,-аЬс>, о т к у д а да - п о д ф о р м а в 
<а,Ъ,с>. О б р а т н а я и м п л и к а ц и я б ) = > а ) т р и в и а л ь н а . 

( 6 . 4 ) . Д о п о л н е н и е . П у с т ь да = X 2 -ах\ - Ь Х 2 + а Ъ Х 2 -

- с(Y2-aY2-bY2+abY2) - а н и з о т р о п н а я 3 - ф о р м а П ф и с т е р а . П р о й д я ч е р е з 

и с п о л ь з о в а н н ы е в д о к а з а т е л ь с т в е т е о р е м ы и з о м о р ф и з м ы , м о ж н о п о к а з а т ь , 

ч т о н е н у л е в о й э л е м е н т к р у ч е н и я в С Н 2 Х р а в е н [ Z ] - f t 2 , г д е ц и к л Z з а д а н 

у р а в н е н и я м и : Х 2 - а Х 2 - Ь Х 2 + а Ъ Х 2 = 0 , Х 0 У 0 - а Х ^ - Ь Х 2 Г 2 + а Ь Х 3 У 3 = О, 

Х 0 Г 3 - Х 1 У 2 + Х 2 У г - Х 3 Г 0 = 0 . У д а л и в ч л е н ы , с о д е р ж а щ и е Г 3 , п о л у ч и м 

ф о р м у л у д л я 7 - м е р н о й п о д ф о р м ы 3 - ф о р м ы П ф и с т е р а . 

§ 7 . Группа GjK(X) 

( 7 . 1 ) . Б у д е м г о в о р и т ь , ч т о к в а д р а т и ч н а я ф о р м а да о б л а д а е т 

с в о й с т в о м R, е с л и d i m да^5 и с у щ е с т в у е т т а к о е к о н е ч н о е р а с ш и р е н и е 

н е ч е т н о й с т е п е н и E/F, ч т о да£ с о д е р ж и т п о д ф о р м у , п р о п о р ц и о н а л ь н у ю 

2 - ф о р м е П ф и с т е р а ( и н а ч е г о в о р я , 4 - м е р н у ю п о д ф о р м у о п р е д е л и т е л я 1 ) . 

( 7 . 2 ) . З а м е ч а н и е . С к а ж е м , ч т о ф о р м а да р а з м е р н о с т и н е 

м е н ь ш е 5 о б л а д а е т с в о й с т в о м R', е с л и да с о д е р ж и т 4 - м е р н у ю п о д ф о р м у 

о п р е д е л и т е л я 1. С в о й с т в а R и R' э к в и в а л е н т н ы , е с л и d i m да = 5 , 6 . 

О д н а к о м о ж н о п р и в е с т и п р и м е р 7 - м е р н о й ф о р м ы , о б л а д а ю щ е й R, н о н е 

о б л а д а ю щ е й R'. 

( 7 . 3 ) . Т е о р е м а . Пусть X - проективная квадрика, заданная 

невырожденной квадратичной формой да . Если да анизотропна и обладает 

R, то TG1K(X)=1/2. В остальных случаях T G j K ( X ) = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С о г л а с н о ( 3 . 1 2 . 1 ) , мы м о ж е м 

с ч и т а т ь , ч т о о с н о в н о е п о л е н е и м е е т н е ч е т н ы х р а с ш и р е н и й ( з а м е н и в F 

н а к о м п о з и т в с е х н е ч е т н ы х р а с ш и р е н и й ) . Т о г д а с в о й с т в о JR п р е в р а щ а е т с я 

в R'. Е с л и да а н и з о т р о п н а и о б л а д а е т R', т о TGlK(X)=TL/2, с о г л а с н о 

( 3 . 1 1 ) . Е с л и да и з о т р о п н а , т о , о ч е в и д н о , TG1K(X)=0. 

П у с т ь да а н и з о т р о п н а и TG^K(Х)=Ж/2. Нам о с т а л о с ь д о к а з а т ь , ч т о в 

э т о м с л у ч а е да о б л а д а е т R'. Д о к а з а т е л ь с т в о б у д е м в е с т и и н д у к ц и е й п о 

d i m да. Б а з а - d i m да = 5 - т е о р е м а ( 5 . 3 ) . П у с т ь d i m да^б, Y - н е к о т о р о е 

г и п е р п л о с к о е с е ч е н и е к в а д р и к и X . С е ч е н и е Y я в л я е т с я к в а д р и к о й , 

с о о т в е т с т в у ю щ е й н е к о т о р о й п о д ф о р м е ф ф о р м ы да, п р и ч е м d i m ^ = d i m да-1. 

Е с л и TGjKjrj^O, т о п о и н д у к ц и о н н о м у п р е д п о л о ж е н и ю ф о б л а д а е т R', 

о т к у д а да т а к ж е о б л а д а е т R'. Д а л е е с ч и т а е м , ч т о T G 1 K ( y ) = 0 . П о л о ж и м 

U-X\Y. Для к в а д р и к и б е з р а ц и о н а л ь н ы х т о ч е к т о ч н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 

0—•TGjK—»GjK—>GjK—>0 и м е е т к а н о н и ч е с к о е р а с щ е п л е н и е G t K <-» G j K , 

h d _ 1 i — > ftd-1, к о т о р о е д а е т к а н о н и ч е с к о е р а з л о ж е н и е G j ^ T G j K e G j K . В 

д а л ь н е й ш е м с т р е л к а G^K—>TGtK в с е г д а б у д е т о б о з н а ч а т ь с о о т в е т с т в у ю щ у ю 

п р о е к ц и ю . К о м м у т а т и в н а я д и а г р а м м а с т о ч н ы м и с т р о к а м и 
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CHtY » CHtX » CHjI/ » 0 

G j K ( y ) — » G j K ( X ) — » T G j K ( X ) — * 0 

д а е т э п и м о р ф и з м a:CH1£7-4-»TG1K(X) ( н и ж н я я с т р о к а д и а г р а м м ы т о ч н а , т а к 

к а к GtK(Y) н е и м е е т к р у ч е н и я ) . К р о м е т о г о , н а п и с а в д л я р а с с л о е н и я 

U —> А 1 т о ч н у ю п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ( 1 . 3 . 2 ) 

11 с н ^ — » CHjU — » сНо^е — > ° ' 
JTCfA1)1 

у ч и т ы в а я , ч т о С Н 0 1 7 е = 0 , п о л у ч а е м э п и м о р ф и з м 0; 11 C H J U x - > - » C H 1 t 7 . 

x e f A 1 ) 1 

Г р у п п а l i C H 1 l 7 x п о р о ж д е н а в с е в о з м о ж н ы м и п а р а м и (х, [ Z ] ) , г д е х -

з а м к н у т а я т о ч к а н а А 1 , Z - п р о с т о й ц и к л н а Ux. П о э т о м у д л я н е к о т о р о й 

т а к о й п а р ы п о л у ч и м а»&(х, [ Z ] ) * 0 . М о р ф и з м Ux<-+ U - з а м к н у т о е в л о ж е н и е 

и б (х, [ Z ] ) = [ Z ] . П у с т ь Z - з а м ы к а н и е Z в X . Т о г д а f ( [ Z ] ) * 0 , г д е f -

к о м п о з и ц и я C H 1 X - > - > G 1 K ( X ) - > - » T G 1 K ( X ) , к а к я в с т в у е т и з к о м м у т а т и в н о й 

д и а г р а м м ы 

CH1Ux в [ Z ] 
ф в 

[ Z ] е СН^Х > C H t U э [ Z ] 

G j K f X ) — » r G j K ( X ) 

Е с л и d e g х=1, т о Ux - г и п е р п л о с к о е с е ч е н и е а ф ф и н н о й к в а д р и к и . П у с т ь 

Y' - п р о е к т и в н о е з а м ы к а н и е Ux в X . Т о г д а Y' - г и п е р п л о с к о е с е ч е н и е X 

и ZcY'. Из д и а г р а м м ы 

[ Z ] € С Н ^ У > J H T X в [ Z ] 

G j K ( y ' ) > G 1 X ( X ) - ^ T G ^ f X ) 

п о л у ч а е м , ч т о Т в 1 К ( У ) * 0 , о т к у д а ( п о и н д у к ц и о н н о м у п р е д п о л о ж е н и ю ) <р 

о б л а д а е т R'. О с т а л о с ь р а з о б р а т ь с л у ч а й d e g х*2. И м е е м FcF(x)cF(Z). 

П у с т ь E/F - п о д р а с ш и р е н и е в F(x)/F с т е п е н и 2 . Д о к а ж е м , ч т о i(<pE)*2. 

По л е м м е ( 2 . 5 ) [ Z ] e l m (AT.- C H J X J . — • C H j X ) . О б р а з [ Z ] в T G j K ( X ) о т л и ч е н о т 

н у л я , п о э т о м у о б р а з [ Z ] в G t K ( X ) р а в е н l 0 + n h d _ 1 д л я н е к о т о р о г о 

ц е л о г о п . Из к о м м у т а т и в н о г о к в а д р а т а 

C H T X — » G j K ( X ) 

п о л у ч а е м , ч т о l 0 + n h d - 1 e l m (N: G1K(XE)—>GjK(X)), т . е . ( 2 j + l ) I 0 + n h d - 1 e 

e l m ( W : K ( 1 , ( X E ) — > K ( 1 , ( X ) ) п р и н е к о т о р о м j. П р е д п о л о ж и м , ч т о 
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I jE К ( 1 ) ( Х Е ) . Т о г д а л ю б о й э л е м е н т и з К ( 1 ) ( Х Е ) и м е е т в и д a l 0 + b h d _ 1 1 

N(al0+bhA'1)=2alQ+2bhd'1, о т к у д а ( 2 j + l ) I 0 + n h d " ^ I m N. С л е д о в а т е л ь н о , 

" i € K d ) ( X

E ' - Т - E - ^ ( ^ E ) " 2 , и ф о б л а д а е т J ? ' . Т е о р е м а д о к а з а н а . 

§ 8 . Квадрики р а з м е р н о с т и 5 к 6 

И с п о л ь з у я т е о р е м ы ( 3 . 8 ) , ( 6 . 1 ) и ( 7 . 1 ) , п о л у ч а е м в ы ч и с л е н и е 

G * K ( X ) д л я 5 - м е р н о й к в а д р и к и . 

( 8 . 1 ) . Т е о р е м а . Пусть X - 5-мерная проективная квадрика, 

заданная анизотропной формой © . Т о г д а в G * K ( X ) возможны следующие 

варианты распределения кручения (символ • означает Ж/2): 

У с л о в и е н а © 

К о р а з ­
м е р ­
н о с т ь s ( © ) = 0 

s ( © ) = l , 
© о б л а ­
д а е т R 

* ( < / > ) = 1 , 
© н е о б ­
л а д а е т I? s ( © ) = 2 S ( © ) = 3 

2 0 0 0 0 * 

3 0 0 * • * 

4 0 * 0 * • 

( 8 . 2 ) . П р и м е р . П у с т ь © = a Q X 2 + . . . + а 5 Х | ? + а 6 Х 2 - а н и з о т р о п н а я 

ф о р м а и aQa1. . .as=-l. Т о г д а s ( © ) = l . П у с т ь Z - п р о с т о й ц и к л , з а д а н н ы й 

у р а в н е н и я м и Х 6 = 0 , a 0 X 2 + a i X 2 = 0 , агХ2+а3Хг

3=0, X Q X 2 X 1 + a ^ a ^ ^ X ^ C 

Т о г д а [ 0 z ] = 4 l 1 e G 2 K ( X ) , о т к у д а [ © 2 ] - 2 л 3 - н е н у л е в о й э л е м е н т к р у ч е н и я , 

е с л и © н е о б л а д а е т R. 

В з а к л ю ч е н и е мы п р и в е д е м в ы ч и с л е н и е G * K ( X ) д л я о д н о г о к л а с с а 

6 - м е р н ы х к в а д р и к . 

( 8 . 3 ) . Т е о р е м а . Пусть X - 6-мерная проективная квадрика, 

заданная анизотропной формой <р определителя 1 . В G*K(X) возможны 

следующие варианты распределения кручения: 

У с л о в и е н а © 

К о р а з ­
м е р ­
н о с т ь S(<p)=0 

S ( © ) = 1 , 
© о б л а ­
д а е т R 

s ( © ) = l , 
© н е о б ­
л а д а е т R S ( © ) = 2 s ( © ) = 3 

2 0 0 0 0 * 

3 0 0 0 0 * 

4 0 0 • * » 
5 0 • 0 • * 

О т м е т и м , ч т о к р у ч е н и е в т о р о г о р о д а в о з н и к а е т т о л ь к о в с л у ч а е 

s ( © ) = 3 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Е с л и s ( © ) = 3 , т о © п р о п о р ц и о н а л ь н а 

3 - ф о р м е П ф и с т е р а и д о с т а т о ч н о в о с п о л ь з о в а т ь с я у т в е р ж д е н и я м и ( 3 . 1 1 ) и 

( 6 . 1 ) . Е с л и s ( © ) = 0 , т о к р у ч е н и я н е т в с и л у ( 3 . 1 0 ) . О с т а в ш у ю с я ч а с т ь 

д о к а з а т е л ь с т в а р а з о б ь е м н а н е с к о л ь к о л е м м . Мы п р е д п о л а г а е м н и ж е , ч т о 
11 Алгебра и анализ, № 1, 1990 г. 
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о с н о в н о е п о л е н е и м е е т р а с ш и р е н и й н е ч е т н о й с т е п е н и . 

( 8 . 3 . 1 ) . Л е м м а . Если s(<p)=2, то <р обладает R'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь <р=<а>±ф, Y - п р о е к т и в н а я 

к в а д р и к а , с о о т в е т с т в у ю щ а я ф. Т а к к а к as (ф)=з (<р)=2, т о п о т е о р е м е 

( 8 . 1 ) T G 1 K ( y ) * 0 , т . е . ф о б л а д а е т R'. С л е д о в а т е л ь н о , <р т а к ж е о б л а д а е т 

R'. 

( 8 . 3 . 2 ) . Л е м м а . Если s(<p)=2, то <р делится на « а » при 

некотором a e F * . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С о г л а с н о ( 8 . 4 . 1 ) , 

Т а к tp=f-«b1,b2»±g-«c1,c2», о т к у д а [ С ( » ) ] = = Д Ь ^ Ъ * 

к а к s(<p)=2, в ы п и с а н н о е т е н з о р н о е п р о и з в е д е н и е к в а т е р н и о н н ы х а л г е б р 

н е я в л я е т с я т е л о м , т . е . ф о р м а <bl,b2,-blb2t-c1,-c2,clc2> и з о т р о п н а . 

П о с л е д н е е о з н а ч а е т , ч т о с у щ е с т в у е т э л е м е н т aeF*, я в л я ю щ и й с я 

з н а ч е н и е м ч и с т ы х п о д ф о р м о б е и х 2 - ф о р м П ф и с т е р а , о т к у д а <р д е л и т с я н а 

« а » . 

В в и д у ( 3 . 1 1 ) л е м м а ( 8 . 3 . 2 ) д о к а з ы в а е т т е о р е м у д л я с л у ч а я 

s((p)=2. П о с л е д н и й о с т а в ш и й с я с л у ч а й s ( » ) = l о б с л у ж и в а ю т т е о р е м а ( 7 . 3 ) 

и с л е д у ю щ а я 

( 8 . 3 . 3 ) . Л е м м а . Если s(<p)=l, то Г 0 е К ( 2 ) ( X ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Е с л и ф - к а к а я - л и б о 7 - м е р н а я 

п о д ф о р м а в <р, Y - с о о т в е т с т в у ю щ е е г и п е р п л о с к о е с е ч е н и е , т о э(ф)=1 и 

l o € K ( 2 ) ( X ) . п о т е о р е м е ( 8 . 1 ) 

п о л у ч а е м , ч т о l Q e K ( 2 ) ( X ) . Т е о р е м а д о к а з а н а . 

П р и м е н и в о т о б р а ж е н и е К ( 2 ) ( У ) —->К ( 2 ) ( X ) , 
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