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PROSTRANSTV

I IZOTROPNYH MNOGOOBRAZI$i FLAGOV.

NIKITA A. KARPENKO

Abstract. Pust~ A — separabel~na� algebra (s invol�cie$i).
Vrabote rassmatriva�ts� mnogoobrazi� flagov (izotropnyh)
idealov algebry A i stro�ts� nekotorye razlo�eni� �tih
mnogoobrazi$i v kategorii Q�ou-sootvetstvi$i. V kaqestve
sledstvi� poluqa�ts� razlo�eni� v razliqnyh teori�h ko-
gomologi$i.
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0.

Vvedenie

Pust~ ϕ — kvadratiqna� forma nad nekotorym polem i pust~ ψ —
ee anizotropna� qast~ (t.e. anizotropna� kvadratiqna� forma s tem �e
samym klassom v kol~ce Vitta, qto i ψ). Po�alu$i, M. Rost byl per-
vym, kto podmetil, qto hot� vzaimosv�z~ me�du samimi proektivnymi
kvadrikami Xϕ i Xψ, opredelennymi formami ϕ i ψ, predstavl�ets� do-
vol~no tumanno$i, vzaimosv�z~ me�du ih motivami vpolne �sna (sm. [16]).
Tak kak motivy oblada�t svo$istvom universal~nosti, naliqie �to$i vza-
imosv�zi pozvol�et vyqisl�t~ raznoobraznye kogomologiqeskie invari-
anty kvadriki Xϕ v terminah kogomologiqeskih invariantov kvadriki
Xψ.

Poho�ie rezul~taty dl� mnogoobrazi$i Severi-Brau�ra poluqeny v [10]:
motiv mnogoobrazi� Severi-Brau�ra XA, zadannogo central~no$i prosto$i
algebro$iA, vyra�en tam qerez motiv mnogoobrazi�XD, gdeD— sootvetstvu�wa�
A algebra s deleniem (t.e. central~na� algebra s deleniem s tem �e, qto
i A, klassom v gruppe Brau�ra).

Dva opisannyh rezul~tata �vl��ts� qastnymi rexeni�mi sledu�we$i
obwe$i problemy. Pust~G— line$ina� algebraiqeska� gruppa (nad proizvol~nym
polem) i pust~ X — nekotoroe proektivnoe G-odnorodnoe mnogoobrazie.
Hotelos~ by umet~ vyqisl�t~ motiv mnogoobrazi� X v terminah motivov
Gan-odnorodnyh mnogoobrazi$i, gde Gan — poluprostoe anizotropnoe �dro
gruppy G.

V rasweplenno$i situacii takoe vyqislenie prodelano v [12]. Ono is-
pol~zuet naliqie naX kletoqno$i struktury. Dl� raboty s obwim sluqaem
trebuets� otnositel~ny$i analog �togo pon�ti�. V nasto�we$i rabote my
vvodim pon�tie otnositel~nogo kletoqnogo prostranstva X (6.1). Zatem
my vyra�aem motiv X qerez motivy baz ego kletok (6.5). Toqnee govor�,
req~ o sootnoxenii, ime�wem mesto u�e na urovne kategorii sootvetstvi$i
(v to vrem� pod kategorie$i motivov obyqno ponimaets� psevdo-abelevo
popolnenie kategorii sootvetstvi$i). Po �to$i priqine my voobwe ne rabotaem
s kategorie$i motivov.

My primen�em teoremu ob otnositel~nyh kletoqnyh prostranstvah k
sluqa� mnogoobrazi� (izotropnyh) flagov X zadannomu nekotoro$i sepa-
rabel~no$i algebro$i (s invol�cie$i) A i vyqisl�em motiv X v terminah
motivov flagovyh mnogoobrazi$i, zadannyh anizotropnym �drom (10.12,
14.5) algebry A. Drugimi slovami, my rexaem sformulirovannu� vyxe
obwu� problemu dl� line$inyh algebraiqeskih grupp G klassiqeskogo
tipa.

Perva� qast~ raboty naqinaets� s podrobnogo i nezavisimogo rasskaza
o kategorii sootvetstvi$i. Hot� neqto podobnoe u�e imeets� v literature
(sm., naprimer, [13]), dl� takogo naqala est~ po kra$ine$i mere odna priqina:
nam nu�en polny$i spisok svo$istv proizvol~no$i teorii kogomologi$i H,
kotory$i by garantiroval, qtoH zadaet funktor na kategorii sootvetstvi$i
(i, tem samym, vyqislenie motiva kakogo-libo mnogoobrazi� X daet vy-
qislenie H(X)). Tako$i spisok predlo�en v §2. My ne nahodim podobnogo
spiska v literature.
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Vtora� qast~ raboty soder�it konstrukci� mnogoobrazi$i flagov, os-
novannu� na �zyke funktorov toqek, razrabotannom v [5]. Hot� dl� raswep-
lennogo sluqa� taka� konstrukci� predstavlena v literature (sm. [5,
chap. I] ili [8, §§9.7, 9.8] otnositel~no konstrukci$i mnogoobrazi$i (flagov)
podprostranstv), my ne nahodim ssylki da�e dl� naibolee prostogo iz
nerasweplennyh sluqaev— dl� mnogoobrazi$i Severi-Brau�ra. De$istvitel~no,
v literature mo�no na$iti libo nabrosok konstrukcii mnogoobrazi� Severi-
Brau�ra XA algebry A (kogda, naprimer, opisyvaets� lix~ mno�estvo
racional~nyh toqek uXA, kak �to sdelano v [19, chap. X, §6]), libo konstrukci�,
v kotoro$i XA zadaets� uravneni�mi v proektivnom prostranstve, kotora�
slo�na, neinvariantna (tak kak, naprimer, trebuet vybora bazisa A, sm.
[1, §1.2]) i neudobna v ispol~zovanii.

My polagaem, qto edinstvenny$i estestvenny$i i pri �tom naibolee prosto$i
sposob stroit~ mnogoobrazi� flagov i rabotat~ s nimi — �to sposob os-
novanny$i na ispol~zovanii �zyka funktorov toqek. �tot �zyk u�e davno
�vl�ets� osnovnym dl� raboty s line$inymi algebraiqeskimi gruppami.
U�e po�tomu estestvenno o�idat~, qto on udoben i dl� odnorodnyh mno-
goobrazi$i, kak ob�ektov, tesno sv�zannyh s line$inymi algebraiqeskimi
gruppami. Hot�, koneqno, v silu neaffinnosti odnorodnyh mnogoobrazi$i
s nimi slo�nee imet~ delo, qem s affinnymi algebraiqeskimi gruppami.

Neobhodimye osnovy �zyka funktorov toqek (poqti sovsem bez dokazatel~stv)
izlo�eny v naqale vtoro$i qasti raboty.

Part 1.

Qast~ 1. Kogomologii otnositel~nyh kletoqnyh prostranstv

Soglaxeni�
Pust~ F — nekotoroe pole. Mnogoobraziem nad polem F , ili F -mnogoobraziem

my nazyvaem proizvol~nu� otdelimu� F -shemu koneqnogo tipa (ne pred-
polagaemu� ni celo$i, ni da�e reducirovanno$i). Takim obrazom, l�ba�
zamknuta� podshema F -mnogoobrazi� tak�e �vl�ets� F -mnogoobraziem. F -
mnogoobrazie nazyvaets� geometriqeski reducirovannym (sootv., geometriqeski
neprivodimym), esli ono reducirovano (sootv., neprivodimo) nad l�bym
rasxireniem pol� F , ili, qto �kvivalentno, nad algebraiqeskim zamykaniem
F . Mnogoobrazie nazyvaets� gladkim, esli ono “geometriqeski regul-
�rno”. Mnogoobrazie nazyvaets� polnym, esli ego strukturny$i morfizm
�vl�ets� sobstvennym.

1.

Kategori� sootvetstvi$i

Fiksiruem nekotoroe pole F i oboznaqim qerez V kategori� gladkih
polnyh (ili proektivnyh) F -mnogoobrazi$i. Kategori� (Q�ou-)sootvetstvi$i
CV sostoit iz teh �e ob�ektov, qto i V, v to vrem� kak mno�estvo morfiz-
mov Hom(X,Y ) dl� dvuh mnogoobrazi$i X i Y v CV opredeleno kak gruppa
Q�ou CH(X × Y ) (t.e. gruppa algebraiqeskih ciklov na X × Y po modu-
l� racional~nyh �kvivalentnosti, sm. [7]). Ni�e pereqisleny svo$istva
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gruppy Q�ou, kotorye nu�ny dl� postroeni� kategorii sootvetstvi$i (my
prinosim izvineni� za smexenie “dannyh” s “aksiomami”):
• dl� l�bogo mnogoobrazi� X ∈ V opredelena abeleva gruppa CH(X);
• dl� l�bogo morfizma mnogoobrazi$i f ∈ Mor(X,Y ), ime�ts�:

– gomomorfizm obratnogo obraza

f∗ : CH(Y )→ CH(X) ,

da�wi$i (kontravariantny$i) funktor V → Ab v kategori� abelevyh
grupp;

– gomomorfizm pr�mogo obraza

f∗ : CH(X)→ CH(Y ) ,

da�wi$i (kovariantny$i) funktor V → Ab;
– esli f — izomorfizm, to izomorfizmy f∗ i f∗ vzaimno-obratny;

• (“soglasovannost~ s proizvedeni�mi”) dl� l�bogo morfizma f ∈
Mor(X,Y ) i l�bogo mnogoobrazi� Z ∈ V kompozici� pr∗Y ◦f∗ sovpadaet
s (f × idZ)∗ ◦ pr∗X ; uqastvu�wie zdes~ morfizmy izobra�eny v dia-
gramme:

X × Z f×idZ−−−−→ Y × Z

prX

y yprY

X
f−−−−→ Y

(prX i prY — �to proekcii);
• (“soglasovannost~ s koproizvedeni�mi”) dl� l�byh Xi ∈ V, gde i =
1, 2, abeleva gruppa CH(X1

⨿
X2) �vl�ets� pr�mo$i summo$i grupp CH(X1)

i CH(X2), priqem gomomorfizmy vlo�eni� i proekcii — �to go-
momorfizmy obratnogo i pr�mogo obrazov otnositel~no vlo�eni$i
Xi ↪→ X1

⨿
X2;

• dl� l�bogo X ∈ V abeleva gruppa CH(X) snab�ena strukturo$i kom-
mutativnogo kol~ca s edinice$i (kotoru� my budem oboznaqat~ 1X);
• dl� l�bogo morfizma f ∈ Mor(X,Y )

– gomomorfizm obratnogo obraza f∗ : CH(Y )→ CH(X) �vl�ets� go-
momorfizmom kolec, t.e.

f∗(β1 · β2) = f∗(β1) · f∗(β2)
dl� β1, β2 ∈ CH(Y ) i f∗(1Y ) = 1X ;

– (formula proekcii) gomomorfizm pr�mogo obraza f∗ : CH(X) →
CH(Y ) �vl�ets� gomomorfizmom CH(Y )-module$i, t.e.

f∗
(
f∗(β) · α

)
= β · f∗(α)

dl� β ∈ CH(Y ) i dl� α ∈ CH(X).

Gruppa Q�ou imeet ewe i graduirovku (korazmernost~� ciklov), no
my poka ee ne rassmatrivaem. Do naqala §6 mo�no vosprinimat~ CH for-
mal~no: kak neku� teori�, oblada�wu� pereqislennymi svo$istvami.

�lementy mno�estva Hom(X,Y ) nazyva�ts� sootvetstvi�mi.

Opredelenie 1.1. Kompozici� β ◦ α ∈ Hom(X,Z) dvuh sootvetstvi$i α ∈
Hom(X,Y ) i β ∈ Hom(Y, Z) opredelena kak

(prXZ)∗

(
pr∗Y Z(β) · pr∗XY (α)

)
,
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gde toqko$i oboznaqeno umno�enie v kol~ce Q�ou, zvezdoqkami — gomo-
morfizmy obratnogo i pr�mogo obrazov, a morfizmy mnogoobrazi$i — �to
proekcii proizvedeni� X × Y × Z, pokazannye v diagramme:

X × Y prXY←−−−− X × Y × Z prY Z−−−−→ Y × ZyprXZ

X × Z
Opredelenie 1.2. Klass grafika Γf morfizma mnogoobrazi$i f ∈ Mor(X,Y )
opredelim kak

Γf = (idX , f)∗(1X) ∈ CH(X × Y ) ,

gde (idX , f) : X → X × Y — morfizm v proizvedenie, zadanny$i morfiz-
mami v somno�iteli idX i f . Klass diagonali δX mnogoobrazi� X ∈ V
opredelim kak klass grafika ΓidX

.

Predlo�enie 1.3. Kategori� sootvetstvi$i CV �vl�ets�:
1) de$istvitel~no kategorie$i; 2) additivno$i kategorie$i; 3) additivno samodvo$istvenno$i.

Dokazatel~stvo. 1)Dl� naqala proverim, qto klass diagonali daet to�destvenny$i
morfizm. Voz~mem proizvol~noe sootvetstvie α ∈ Hom(X,Y ) i rassmotrim
diagrammu

X
prX←−−−− X × Y

(idX , idX)

y y(idX , idX)×idY

X ×X pr12←−−−− X ×X × Y pr23−−−−→ X × Yypr13

X × Y
Imeem:

α ◦ δX = (pr13)∗

(
pr∗23(α) · pr∗12(δX)

)
.

Podstavl�� (idX , idX)∗(1X) vmesto δX i ispol~zu� “soglasovannost~ s proizve-
deni�mi” po otnoxeni� k kvadratu, vhod�wemu v diagrammu, poluqaem
cepoqku ravenstv

α ◦ δX = (pr13)∗

(
pr∗23(α) ·

(
(idX , idX)× idY

)
∗ ◦ pr

∗
X(1X)

)
=

= (pr13)∗ ◦
(
(idX , idX)× idY

)
∗

((
(idX , idX)× idY

)∗ ◦ pr∗23(α) · pr∗X(1X)
)
,

poslednee iz kotoryh ispol~zuet formulu proekcii. Poluqennoe vyra�e-
nie ravno α, tak kak

pr13 ◦
(
(idX , idX)× idY

)
= idX×Y = pr23 ◦

(
(idX , idX)× idY

)
,

a pr∗(1X) = 1X×Y .
Ravenstvo δY ◦ α = α prover�ets� analogiqno.
Qtoby udostoverit~s� v associativnosti kompozicii, voz~mem kakie-

nibud~
α ∈ Hom(T,X), β ∈ Hom(X,Y ) i γ ∈ Hom(Y, Z) .
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Po opredeleni�, kompozici� γ◦(β◦α) vyqisl�ets� pri pomowi sledu�we$i
diagrammy:

T × Y

prTXY
TY ↗ ↖ prTY Z

TY

T ×X × Y
prTXY

XY

−−−→ X × Y Y × Z
prTY Z

Y Z

←−−− T × Y × Z

prTXY
TX ↓ prTXY ↖ ↑ prXY prY Z ↑ ↗ prTY Z ↓ prTY Z

TZ

T ×X prTX←− T ×X × Y × Z prTZ−→ T × Z

Imeem:

γ ◦ (β ◦ α) = (prTY ZTZ )∗(
(prTY ZY Z )∗(γ) · (prTY ZTY )∗ ◦ (prTXYTY )∗

(
(prTXYXY )∗(β) · (prTXYTX )∗(α)

))
.

Ispol~zu� “soglasovannost~ s proizvedeni�mi” po otnoxeni� k rombu,
vhod�wemu v diagrammu, zamenim kompozici� (prTY ZTY )∗◦(prTXYTY )∗ na (prTY Z)∗◦
pr∗TXY . Formula proekcii, primenenna� posle �to$i zameny k morfizmu
prTY Z , daet:

γ ◦ (β ◦ α) =
=(prTY ZTZ )∗ ◦ (prTY Z)∗(

pr∗TY Z ◦(prTY ZY Z )∗(γ) · pr∗TXY
(
(prTXYXY )∗(β) · (prTXYTX )∗(α)

))
=

= (prTZ)∗

(
(prY Z)

∗(γ) · (prXY )∗(β) · (prTX)∗(α)

)
.

Vyqisliv podobnym obrazom kompozici� (γ ◦ β) ◦ α, my poluqim to �e
samoe vyra�enie.

2) Mno�estvo Hom(X,Y ) = CH(X × Y ) dl� l�byh ob�ektov X,Y ∈ CV
�vl�ets� abelevo$i gruppo$i, priqem pravilo kompozicii oqevidno biad-
ditivno.

Nulevo$i ob�ekt zadan “pustym mnogoobraziem” ∅ (tot fakt, qto CH(∅) =
0, sleduet iz “soglasovannosti s koproizvedeni�mi”).

Nesv�znoe ob�edinenie X1

⨿
X2 mnogoobrazi$i Xi ∈ V (i = 1, 2) �vl�ets�

pr�mo$i summo$i ob�ektovX1 iX2 kategorii CV, pri �tom morfizmy vlo�eni�
i proekcii zada�ts� klassami grafikov vlo�eni$iXi ↪→ X1

⨿
X2 i transpozici�mi

�tih klassov (zdes~ ispol~zuets� “soglasovannost~ s koproizvedeni�mi”;
opredelenie transpozicii dano v sledu�wem abzace).
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3)Dl� X,Y ∈ V oboznaqim qerez t : X×Y → Y ×X morfizm perestanovki
somno�itele$i. Tak kak t — izomorfizm i t ◦ t = idX×Y , imeem t∗ = t∗.
Nazovem transpozicie$i sootvetstvi� α ∈ Hom(X,Y ) i oboznaqim qerez αt

sootvetstvie

t∗(α) = t∗(α) ∈ Hom(Y,X) .

To�destvenny$i na ob�ektah (kontravariantny$i) funktor CV → CV, so-
postavl��wi$i ka�domu sootvetstvi� α ego transpozici� αt, �vl�ets�
additivnym i obratnym k samomu sebe.

Predlo�enie 1.4. Pravila

X ∈ V 7→ X ∈ CV , f ∈ Mor(X,Y ) 7→ Γf ∈ Hom(X,Y )

opredel��t (kovariantny$i) funktor V → CV.

Dokazatel~stvo. Dl� l�bogo X ∈ V to�destvo ΓidX = δX imeet mesto po
opredeleni� δX (1.2).

Proverim, qto Γg◦Γf = Γg◦f dl� f ∈ Mor(X,Y ) i g ∈ Mor(Y, Z). Razlo�iv
morfizm

(
idX , (g ◦ f)

)
v kompozici�

X
(idX , f)−−−−−→ X × Y idX ×(idY , g)−−−−−−−−−→ X × (Y × Z) prXZ−−−−→ X × Z ,

poluqaem

Γg◦f = (prXZ)∗ ◦
(
idX ×(idY , g)

)
∗(Γf ) .

Qtoby vyqislit~ Γg ◦ Γf , vospol~zuems� diagrammo$i

X × Y prY−−−−→ Y

idX ×(idY , g)

y y(idY , g)

X × Y prXY←−−−− X × Y × Z prY Z−−−−→ Y × Z

prXZ

y
X × Z

Po “soglasovannosti s proizvedeni�mi” dl� vhod�wego v diagrammu kvadrata
my imeem

pr∗Y Z ◦(idY , g)∗ =
(
idX ×(idY , g)

)
∗ ◦ pr

∗
Y .

Sledovatel~no, Γg ◦Γf �vl�ets� pr�mym obrazom (otnositel~no prXZ) sle-
du�wego proizvedeni�:(

idX ×(idY , g)
)
∗ ◦ pr

∗
Y (1Y ) · pr∗XY (Γf ) =

=
(
idX ×(idY , g)

)
∗

(
pr∗Y (1Y ) ·

(
idX ×(idY , g)

)∗ ◦ pr∗XY (Γf ))
(zdes~ ispol~zovana formula proekcii dl� morfizma idX ×(idY , g)). Tak
kak

prXY ◦
(
idX ×(idY , g)

)
= idX×Y i pr∗Y (1Y ) = 1X×Y ,

proizvedenie, zakl�qennoe v bol~xie skobki v predposledne$i vynosno$i
formule, ravno Γf .
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2.

Geometriqeskie teorii kogomologi$i

Budem govorit~, qto H — geometriqeska� teori� kogomologi$i, esli
• dl� l�bogo mnogoobrazi� X ∈ V opredelena abeleva gruppa H(X);
• dl� l�bogo morfizma f ∈ Mor(X,Y ) imeets�

– gomomorfizm obratnogo obraza

f∗ : H(Y )→ H(X) ,

da�wi$i (kontravariantny$i) funktor V → Ab;
– gomomorfizm pr�mogo obraza

f∗ : H(X)→ H(Y ) ,

da�wi$i (kovariantny$i) funktor V → Ab;
• (“soglasovannost~ s proizvedeni�mi”) dl� l�bogo kvadrata v V, ime�wego
vid

X × Y × Z prY Z−−−−→ Y × Z

prXY

y yprY Z

X × Y prXY

−−−−→ Y

kompozicii (prY Z)∗ ◦ prXY∗ i (prY Z)∗ ◦ pr∗XY ravny;
• dl� l�bogo X ∈ V abeleva gruppa H(X) snab�ena strukturo$i (lev-
ogo) CH(X)-modul�;
• dl� l�bogo morfizma f ∈ Mor(X,Y )

– gomomorfizm obratnogo obraza f∗ : H(Y ) → H(X) �vl�ets� gomo-
morfizmom CH(Y )-module$i, t.e.

f∗(β · y) = f∗(β) · f∗(y)
dl� β ∈ CH(Y ) i dl� y ∈ H(Y );

– (perva� formula proekcii) gomomorfizm pr�mogo obraza f∗ : H(X)→
H(Y ) �vl�ets� gomomorfizmom CH(Y )-module$i, t.e.

f∗
(
f∗(β) · x

)
= β · f∗(x)

dl� β ∈ CH(Y ) i dl� x ∈ H(X).
– (vtora� formula proekcii)

f∗
(
α · f∗(y)

)
= f∗(α) · y

dl� α ∈ CH(X) i dl� y ∈ H(Y ).

Opredelenie 2.1. Pust~H— nekotora� geometriqeska� teori� kogomologi$i.
Dl� proizvol~nogo sootvetstvi� α ∈ Hom(X,Y ) opredelim gomomorfizm
grupp H(α) : H(X)→ H(Y ) kak kompozici�

H(X)
pr∗

X−−−−→ H(X × Y )
α·−−−−→ H(X × Y )

(prY )∗−−−−→ H(Y ) ,

gde sredn�� sredn�� strelka — �to umno�enie na α ∈ CH(X × Y ).

Predlo�enie 2.2. Dl� proizvol~nogo morfizma mnogoobrazi$i f ∈ Mor(X,Y )
ime�t mesto formuly H(Γf ) = f∗ i H(Γtf ) = f∗. Dl� l�bogo α ∈ CH(X)

gomomorfizm H
(
(idX , idX)∗(α)

)
zadaets� umno�eniem na α.
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Dokazatel~stvo. Qtoby sosqitat~ H(Γf ), vospol~zuems� diagrammo$i

Xy(idX , f)

X
prX←−−−− X × Y prY−−−−→ Y .

Dl� x ∈ H(X) imeem:

H(Γf )(x) = (prY )∗

(
(idX , f)∗(1X) · pr∗X(x)

)
=

= (prY )∗ ◦ (idX , f)∗
(
1X · (idX , f)∗ ◦ pr∗X(x)

)
(poslednee iz �tih ravenstv vypolneno po vtoro$i formule proekcii). Poskol~ku

prX ◦(idX , f) = idX i prY ◦ (idX , f) = f ,

poluqaem f∗(x).
Pri vyqisleniiH(Γtf ) sleduet vospol~zovat~s� morfizmom (f, idX) vmesto

(idX , f):

Xy(f, idX)

Y
prY←−−−− Y ×X prX−−−−→ X .

Dl� y ∈ H(Y ) imeem:

H(Γtf )(y) = (prX)∗

(
(f, idX)∗(1X) · pr∗Y (y)

)
=

= (prX)∗ ◦ (f, idX)∗

(
1X · (f, idX)∗ ◦ pr∗Y (y)

)
=

= (idX)∗
(
f∗(y)

)
= f∗(y) .

Dl� vyqislenie H
(
(idX , idX)∗(α)

)
primen�em diagrammu

Xy(idX , idX)

X
pr1←−−−− X ×X pr2−−−−→ X .

Dl� x ∈ H(X) imeem:

H
(
(idX , idX)∗(α)

)
(x) = (pr2)∗

(
(idX , idX)∗(α) · pr∗1(x)

)
=

= (pr2)∗ ◦ (idX , idX)∗

(
α · (idX , idX)∗ ◦ pr∗1(x)

)
= α · x .

Predlo�enie 2.3. Pravila

X ∈ CV 7→ H(X) ∈ Ab,
α ∈ Hom(X,Y ) 7→ H(α) ∈ Hom

(
H(X),H(Y )

)
zada�t additivny$i funktor H: CV → Ab.
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Dokazatel~stvo. Udostoverims� sperva, qto H — funktor. Pust~ X ∈ V
— proizvol~noe mnogoobrazie. Formula H(Γf ) = f∗ s f = idX , ravno kak i
formula

H
(
(idX , idX)∗(α)

)
= α·

s α = 1X pokazyva�t, qto gomomorfizm H(δX) �vl�ets� to�destvennym.
Teper~ proverim pravilo kompozicii. Dl� �togo fiksiruem α ∈ Hom(X,Y ),

β ∈ Hom(Y, Z) i x ∈ H(X). Vospol~zuems� tako$i diagrammo$i:

Y

prXY
Y ↗ ↖ prY Z

Y

X × Y Y × Z

prXY
X ↓ prXY ↖ ↗ prY Z ↓ prY Z

Z

X
prX←− X × Y × Z prZ−→ Z

prXZ
X ↖ ↓ prXZ ↗ prXZ

Z

X × Z

Imeem

H(β) ◦H(α)(x) = (prY ZZ )∗

(
β · (prY ZY )∗ ◦ (prXYY )∗

(
α · (prXYX )∗(x)

))
.

Tak kak romb v �to$i diagramme imeet tot �e vid, qto i kvadrat v aksiome
“soglasovannosti s proizvedeni�mi”, kompozici� (prY ZY )∗ ◦ (prXYY )∗ mo�et
byt~ zamenena na (prY Z)∗ ◦(prXY )∗. Posle �to$i zameny ispol~zuem pervu�
formulu proekcii po otnoxeni� k morfizmu prY Z . Poluqim

(prY ZZ )∗ ◦ (prY Z)∗
(
pr∗Y Z(β) · pr∗XY

(
α · (prXYX )∗(x)

))
=

= (prZ)∗

(
pr∗Y Z(β) · pr∗XY (α) · pr∗X(x)

)
(pomimo funktorial~nosti gomomorfizmov pr�mogo i obratnogo obrazov,
zdes~ ispol~zuets� to, qto gomomorfizm obratnogo obraza �vl�ets� gomo-
morfizmom module$i).
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S drugo$i storony

H(β ◦ α)(x) = (prXZZ )∗

(
(prXZ)∗

(
pr∗Y Z(β) · pr∗XY (α)

)
· (prXZX )∗(x)

)
=

= (prXZZ )∗ ◦ (prXZ)∗
(
pr∗Y Z(β) · pr∗XY (α) · pr∗XZ ◦(prXZX )∗(x)

)
=

= (prZ)∗

(
pr∗Y Z(β) · pr∗XY (α) · pr∗X(x)

)
(dl� vyvoda pervogo ravenstva my ispol~zuem opredelenie kompozicii β ◦
α (1.1), vtorogo— vtoru� formulu proekcii, tret~ego— funktorial~nost~
gomomorfizmov pr�mogo i obratnogo obrazov). Itogovoe vyra�enie sov-
padaet s tem, qto bylo poluqeno vyxe.

Takim obrazom, H �vl�ets� funktorom.
Tak kak otobra�enie

Hom(X,Y )→ Hom
(
H(X),H(Y )

)
dl� l�byh X, Y ∈ V �vl�ets�, oqevidno, gomomorfizmom grupp, funktor
H additiven.

Sledstvie 2.4. Dl� proizvol~nyh Xi ∈ V, i = 1, 2, abeleva gruppa H(X1

⨿
X2)

�vl�ets� pr�mo$i summo$i grupp H(X1) i H(X2), priqem gomomorfizmy vlo�eni$i
i proekci$i — �to gomomorfizmy pr�mogo i obratnogo obraza otnositel~no
vlo�eni$i Xi ↪→ X1

⨿
X2.

3.

Lemma $Ionedy ili princip to�destva Manina

Dl� dvuh ob�ektovX,Y ∈ CV mo�no opredelit~ tenzornoe proizvedenie
X ⊗ Y kak ob�ekt v CV, zadanny$i (pr�mym) proizvedeniem mnogoobrazi$i
X × Y ∈ V . Odnako my predpoqitaem ne ispol~zovat~ raznye oboznaqeni�
dl� “odnogo i togo �e” i budem po�tomu pisat~ X × Y vmesto X ⊗ Y ne
smotr� na to, qto �tot ob�ekt ne �vl�ets� pr�mym proizvedeniem X i Y
v CV .

Opredelenie 3.1. Pust~ α ∈ Hom(X1, X2) i β ∈ Hom(Y1, Y2). Rassmotrim
proekcii

X1 ×X2
prX←−−−− X1 × Y1 ×X2 × Y2

prY−−−−→ Y1 × Y2
i opredelim α⊗ β ∈ Hom(X1 × Y1, X2 × Y2) po formule

α⊗ β = pr∗X(α) · pr∗Y (β) .

Rassmatriva� CH(X) kak modul~ nad sobo$i (dl� proizvol~nogo X ∈ V),
my poluqaem geometriqesku� teori� kogomologi$i. V qastnosti, gomo-
morfizm

CH(α) : CH(X)→ CH(Y )

opredelen dl� proizvol~nogo α ∈ Hom(X,Y ) (2.1).

Lemma 3.2. Dl� l�byh α ∈ Hom(X,Y ) i β ∈ Hom(Y,Z) spravedlivo

CH(δX ⊗ β)(α) = β ◦ α .
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Dokazatel~stvo. Vospol~zuems� morfizmami, izobra�ennymi v diagramme

X ×X (idX , idX)←−−−−−−− X

pr13

x xprX

X × Y ×X × Z f←−−−− X × Y × Z

pr12 ↘ ↙ prXY

X × Y
pr24 ↘ ↙ prY Z

Y × Z
pr14 ↘ ↙ prXZ

X × Z

Otmetim, qto vse tri treugol~nika zdes~ kommutativny. Morfizm f poluqen
iz (idX , idX) zameno$i bazy. Imeem:

CH(δX ⊗ β)(α) = (pr14)∗

(
pr∗13(δX) · pr∗24(β) · pr∗12(α)

)
.

Podstaviv (idX , idX)∗(1X) vmesto δX , zameniv voznikxu� kompozici�

pr∗13 ◦(idX , idX)∗ na f∗ ◦ pr∗X

i vospol~zovavxis~ formulo$i proekcii otnositel~no f , poluqaem

(pr14)∗ ◦ f∗
(
pr∗X(1X) · f∗

(
pr∗24(β) · pr∗12(α)

))
=

= (prXZ)∗

(
pr∗Y Z(β) · pr∗XY (α)

)
= β ◦ α .

Predlo�enie 3.3 (Princip to�destva Manina). Sootvetstvie

α ∈ Hom(X,Y )

�vl�ets� izomorfizmom (v kategorii CV), esli i tol~ko esli gomomor-
fizm grupp

CH(δT ⊗ α) : CH(T ×X)→ CH(T × Y )

�vl�ets� izomorfizmom dl� l�bogo mnogoobrazi� T ∈ V.

Dokazatel~stvo. Soglasno lemme $Ionedy, α— izomorfizm, esli i tol~ko
esli

α◦ : Hom(T,X)→ Hom(T, Y )

— izomorfizm dl� l�bogo T ∈ CV. V naxe$i situacii

Hom(T,X) = CH(T ×X), Hom(T, Y ) = CH(T × Y )

i, soglasno lemme, α◦ = CH(δT ⊗ α).
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4.

Graduirovki

Teper~ podoxlo vrem� vspomnit~, qto gruppa Q�ou CH(X) l�bogo X ∈
V imeet graduirovku

CH(X) =
⊕
p

CHp(X) ,

a imenno, — graduirovku korazmernost~� ciklov. Mo�no rassmatrivat~
i graduirovku razmernost~� ciklov:

CH(X) =
⊕
p

CHp(X) ,

kotoru� mo�no opredelit~ pravilami

CHp(X) = CHdimX−p(X)

dl� neprivodimogo mnogoobrazi� X i

CHp(X) =
⨿
k

CHp(X
k) ,

esli X ∈ V proizvol~no, gde Xk — komponenty X (my ispol~zuem verhnie
indeksy dl� komponent po to$i priqine, qto ni�nie indeksy ponadob�ts�
nam dl� drugo$i celi). Ni�e privedeny nekotorye svo$istva �tih graduiro-
vok:
• gomomorfizm obratnogo obraza sohran�et graduirovku korazmernost~�;
• gomomorfizm pr�mogo obraza sohran�et graduirovku razmernost~�;
• dl� ka�dogoX ∈ V struktura kol~ca na CH(X) soglasovana s graduirovko$i
po korazmernosti.

Naliqie graduirovki na CH pozvol�et vvesti pon�tie stepeni sootvetstvi�.
My vvedem �to pon�tie lix~ dl� neprivodimyh mnogoobrazi$i.

Opredelenie 4.1. Sootvetstvie α ∈ Hom(X,Y ) me�du neprivodimymi mno-
goobrazi�mi X i Y nazyvaets� sootvetstviem stepeni p (oboznaqenie:
degα = p), esli

α ∈ CHdimX+p(X × Y ) .

Predpolo�im, qto H — geometriqeska� teori� kogomologi$i i qto dl�
ka�dogo X ∈ V gruppa H(X) snab�ena graduirovko$i

H(X) = H∗(X) =
⊕
p

Hp(X) .

Dogovorims� nazyvat~ �tu graduirovku graduirovko$i korazmernost~�.
Dl� neprivodimogo mnogoobrazi� X ∈ V polo�im

Hp(X) = HdimX−p(X) ,

a dl� proizvol~nogo X ∈ V opredelim

Hp(X) =
⨿
k

Hp(X
k) ,

gdeXk — komponenty mnogoobrazi�X. Nazovem �tu, vtoriqnu� graduirovku
graduirovko$i razmernost~�.

Budem govorit~, qto H∗ — graduirovanna� geometriqeska� teori� ko-
gomologi$i, esli
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• gomomorfizmy obratnogo obraza sohran��t graduirovku (korazmer-
nost~�);
• gomomorfizmy pr�mogo obraza sohran��t graduirovku razmernost~�;
• dl� ka�dogo X ∈ V struktura CH(X)-modul� na H(X) soglasovana s
graduirovkami (korazmernost~�).

Lemma 4.2. Pust~ H∗ — graduirovanna� teori� kogomologi$i, X,Y ∈ V —
neprivodimye mnogoobrazi�, i α ∈ Hom(X,Y ) — sootvetstvie stepeni p.
V �tih uslovi�h, gomomorfizm H(α) : H∗(X)→ H∗(Y ) �vl�ets� odnorodnym
gomomorfizmom graduirovannyh grupp stepeni p, t.e.

H(α)
(
Hq(X)

)
⊂ Hp+q(Y ) .

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ Hq(X). Tak kak gomomorfizm obratnogo obraza
sohran�et graduirovku, imeem:

pr∗X(x) ∈ Hq(X × Y ) .

Dalee, tak kak α ∈ CHdimX+p(X × Y ) i poskol~ku umno�enie soglasovano
s graduirovko$i, poluqaem:

α · pr∗X(x) ∈ HdimX+p+q(X × Y ) .

Hot� mnogoobrazi� X i Y i predpolaga�ts� neprivodimymi, proizvede-
nieX×Y mo�et i ne byt~ takovym. Odnako vse komponenty �togo proizve-
deni� ime�t odnu i tu �e razmernost~ dimX + dimY ([9, chap. III, prop.
10.1(d)]), otkuda

HdimX+p+q(X × Y ) = HdimY−p−q(X × Y ) .

Poskol~ku gomomorfizm pr�mogo obraza sohran�et ni�n�� graduirovku,
poluqaets�, qto

H(α)(x) = (prY )∗

(
α · prX(x)

)
∈ HdimY−p−q(Y ) = Hp+q(Y ) .

Opredelenie 4.3. Nazovem sootvetstvie α ∈ Hom(X,Y ) odnorodnym, esli
dl� ka�do$i komponenty Xk mnogoobrazi� X i dl� ka�do$i komponenty
Y l mnogoobrazi� Y komponenta αkl ∈ Hom(Xk, Y l) sootvetstvi� α imeet
nekotoru� stepen~.

Budem nazyvat~ sootvetstvie α ∈ Hom(X,Y ) razdel�emym, esli dl�
ka�dogo l komponenta αkl ∈ Hom(Xk, Y l) sootvetstvi� α otliqna ot nul�
dl� ne bolee qem odnogo znaqeni� k.

Lemma 4.4. Predpolo�im, qto sootvetstvie α ∈ Hom(X,Y ) odnorodno,
razdel�emo i zadaet izomorfizm v CV; oboznaqim qerez Xk i Y l kompo-
nenty mnogoobrazi$i X i Y , a qerez αkl ∈ Hom(Xk, Y l) sootvetstvu�wie
komponenty α. Togda dl� l�bo$i graduirovanno$i geometriqesko$i teorii
kogomologi$i H∗ i ka�dogo k, voznikaet izomorfizm graduirovannyh grupp(

H(αkl)
)
l
: H∗(Xk) −−−−→

∼
⨿

l: αkl ̸=0

H∗(Y l)[degαkl]

gde H∗(Y l)[degαkl] oboznaqaet gruppu H∗(Y l) s graduirovko$i, sdvinuto$i
na degαkl.
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Dokazatel~stvo. Tak kak sootvetstvie α razdel�emo, gomomorfizm H(α)
raskladyvaets� v pr�mu� summu (po k) gomomorfizmov(

H(αkl)
)
l
: H(Xk)→

⨿
l: αkl ̸=0

H(Y l) .

Poskol~ku H(α) — izomorfizm, ka�doe slagaemoe — to�e izomorfizm.
Tak kak α odnorodno, utver�denie o graduirovkah sleduet iz (4.2).

5.

Nekotorye primery graduirovannyh geometriqeskih teori$i
kogomologi$i

Gruppy Q�ou s ko�fficientami
Obil~nym istoqnikom primerov �vl�ets� teori� grupp Q�ou s ko�fficientami,
razrabotanna� v [17]. Vospol~zuems� terminologie$i i oboznaqeni�mi citiruemo$i
raboty. Pust~ M — nekotory$i cikliqeski$i modul~ nad F [17, def. (2.1)].
Dl� l�bogo mnogoobrazi� X ∈ V, opredelena gruppa Q�ou A∗(X;M) s
ko�fficientami v M [17, §5], oblada�wa� graduirovko$i po korazmernosti
ciklov. Polo�im

H∗(X) = A∗(X;M) .

Togda H∗ — graduirovanna� geometriqeska� teori� kogomologi$i.
Sredi konkretnyh primerov, voznika�wih na �tom puti, — Kvillen-

ovskie iMilnorovskieK-kogomologii (po povodu �tih primerov sm. tak�e
[11, §2]). My otsylaem qitatel� k [17] po povodu drugih primerov cikliqeskih
module$i.

Otmetim, qto esli cikliqeski$i modul~ M �vl�ets� Z-graduirovannym,
to (sm. [17, §5])

A∗(X;M) =
⨿
n∈Z

A∗(X;M,n)

i ka�da� “n-diagonal~”A∗(X;M, ∗+n) v otdel~nosti to�e daet graduirovan-
nu� geometriqesku� teori� kogomologi$i.

Vysxie gruppy Q�ou
Tak kak svo$istva vysxih grupp Q�ou CH∗(X,n) ustanovleny v rabote
[3] lix~ dl� kvazi-proektivnyh mnogoobrazi$i X, v �tom primere sleduet
ponimat~ pod V kategori� gladkih proektivnyh F -mnogoobrazi$i. Zafik-
siruem n ∈ Z i polo�im

H∗(X) = CH∗(X,n) .

Togda H∗ — graduirovanna� geometriqeska� teori� kogomologi$i.

Prisoedinennye K-gruppy
Fiksiruem n ∈ Z. Rassmotrim n-nu� Kvillenovsku� K-gruppu K ′

n(X)
mnogoobrazi� X ∈ V vmeste s fil~tracie$i po korazmernosti nositel� [15,
§7]. Pust~ H∗(X) — prisoedinenna� graduirovanna� gruppa. Togda H∗ —
graduirovanna� geometriqeska� teori� kogomologi$i.

�tal~nye kogomologii
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Fiksiruem n, l ∈ Z. Dl� proizvol~nogo p ∈ Z oboznaqim qerez Hp(X)

gruppu �tal~nyh kogomologi$i Hn+2p(X,µ⊗p
l ) [14], gde µl — puqok l-tyh ko-

rne$i iz edinicy. Togda H∗ — graduirovanna� geometriqeska� teori� ko-
gomologi$i.

6.

Otnositel~nye kletoqnye prostranstva

Opredelenie 6.1. Mnogoobrazie X ∈ V, snab�ennoe sledu�wimi dopol-
nitel~nymi dannymi:
• koneqno$i vozrasta�we$i fil~tracie$i zamknutymi (ne ob�zatel~no
gladkimi) podmnogoobrazi�mi

∅ = X(−1) ⊂ X(0) ⊂ · · · ⊂ X(n) = X

• i dl� ka�do$i posledovatel~no$i raznosti X(i\i−1) = X(i) \ X(i−1) —
morfizmom vektornogo rassloeni�

pi : X(i\i−1) → Yi

nad nekotorym mnogoobraziem Yi ∈ V,
budem nazyvat~ (otnositel~nym) kletoqnym prostranstvom. Mnogoobrazi�
Yi budem nazyvat~ bazami kletok, a ih nesv�znoe ob�edinenie

Y =
n⨿
i=0

Yi

— (total~no$i) bazo$i prostranstva X.

Zameqanie 6.2. Mo�no dat~ i takoe (�kvivalentnoe i bolee korotkoe) opre-
delenie: mnogoobrazieX ∈ V s fil~tracie$i nazyvaets� kletoqnym prostranstvom
nad Y , esli “prisoedinennoe” mnogoobrazie

GrX =
n⨿
i=0

X(i\i−1)

�vl�ets� vektornym rassloeniem nad Y . Otmetim naliqie morfizmaGrX →
X, zadannogo (lokal~no-zamknutymi) vlo�eni�mi X(i\i−1) ↪→ X.

Zameqanie 6.3. Hot� v opredelenii kletoqnogo prostranstva i ne trebuets�,
qtoby mnogoobrazi�X(i) byli reducirovannymi, mnogoobrazieGrX, buduqi
vektornym rassloeniem nad nekotorym mnogoobraziem iz V, �vl�ets� ge-
ometriqeski reducirovannym (i da�e gladkim). Tak qto pri �elanii
mo�no vvesti reducirovannu� strukturu mnogoobrazi� na ka�dom iz zamknutyh
podmno�estv X(i) ⊂ X; tak kak �ta procedura ne povli�et na prisoedinen-
noe mnogoobrazie, X po-pre�nemu budet kletoqnym prostranstvom nad to$i
�e bazo$i.

Zameqanie 6.4. Do sih por my mogli zamenit~ gruppu Q�ou l�bo$i drugo$i
teorie$i, oblada�we$i svo$istvami gruppy Q�ou, pereqislennymi v samom
naqale raboty. Teper~ my namereny vospol~zovat~s� specifiko$i gruppy
Q�ou v bol~xe$i mere; v qastnosti, dokazyva� sformulirovannu� ni�e
teoremu, my budem rabotat~ s gruppami Q�ou nepolnyh i negladkih mno-
goobrazi$i.



KOGOMOLOGII MNOGOOBRAZI$i 17

V oboznaqeni�h dannogo vyxe opredeleni�, grafik vektornogo rass-
loeni�

p =
n⨿
i=0

pi : GrX → Y

�vl�ets� podmno�estvom v (GrX)× Y . Voz~mem zamykanie �togo grafika
v X × Y i oboznaqim qerez π ego klass v gruppe Q�ou CH(X × Y ) (klass
v gruppe Q�ou opredelen dl� proizvol~nogo zamknutogo podmno�estva
kak summa klassov ego neprivodimyh komponent; al~ternativny$i sposob
sostoit vo vvedenii reducirovanno$i struktury mnogoobrazi� na dannom
zamknutom podmno�estve s posledu�wim primeneniem pon�ti� klassa podmno-
goobrazi�, opredelennogo v [7, §1.5]; otmetim, qto v rassmatrivaemom sluqae
neprivodimye komponenty ne ime�t poparnyh pereseqeni$i, t.e. sovpa-
da�t s komponentami sv�znosti).

Teorema 6.5. Pust~ X — kletoqnoe prostranstvo s total~no$i bazo$i Y .
Tol~ko qto opredelennoe sootvetstvie π ∈ Hom(X,Y ) �vl�ets�

1. izomorfizmom;
2. odnorodnym i razdel�emym (4.3).

Dokazatel~stvo. 1. Vmesto togo, qtoby rabotat~ s π, my namereny udostoverit~s�
v tom, qto πt — izomorfizm (koneqno �e, togda i π budet izomorfizmom).
Dl� �togo dostatoqno proverit~, qto gomomorfizm grupp

CH(δT ⊗ πt) : CH(T × Y )→ CH(T ×X)

�vl�ets� izomorfizmom dl� l�bogo mnogoobrazi� T ∈ V (3.3). Mnogoo-
brazie T × X imeet kletoqnu� strukturu, inducirovannu� kletoqno$i
strukturo$i naX, a imenno, fil~traci� opredelena kak (T×X)(i) = T×X(i),
a bazy kletok — �to T × Yi. Bolee togo, sootvetstvie v Hom(T × Y, T ×X),
kotoroe stroits� po �to$i kletoqno$i strukture sovpadaet s δT ⊗πt. Takim
obrazom, dostatoqno lix~ proverit~, qto

CH(πt) : CH(Y )→ CH(X)

— izomorfizm.
Zafiksiruem proizvol~ny$i indeks i me�du 0 i n i rassmotrim toqnu�

posledovatel~nost~ grupp Q�ou [7, prop. 1.8]

CH(X(i−1))→ CH(X(i))→ CH(Ui)→ 0 ,

perva� strelka kotoro$i — �to gomomorfizm pr�mogo obraza otnositel~no
zamknutogo vlo�eni� X(i−1) ↪→ X(i), a vtora� — gomomorfizm obratnogo
obraza otnositel~no otkrytogo vlo�eni� Ui = X(i\i−1) ↪→ X(i). Tak kak
pi : Ui → Yi — vektornoe rassloenie, p∗i : CH(Yi) → CH(Ui) — izomorfizm
[7, thm. 3.3], tak qto voznikaet toqna� posledovatel~nost~

CH(X(i−1))→ CH(X(i))→ CH(Yi)→ 0 .

My namereny realizovat~ sledu�wu� programmu:
a): postroit~ rasweplenie �pimorfizma �to$i posledovatel~nosti;
b): pokazat~, qto leva� strelka — in�ekci�;
c): pokazat~, qto itogovy$i (poluqaemy$i indukcie$i po i) izomorfizm

CH(Y ) =
⨿
i

CH(Yi) −−−−→∼
CH(X)

sovpadaet s CH(πt).
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a) Oboznaqim qerez Vi ⊂ Yi × Ui “transpozici�” grafika morfizma pi :
Ui → Yi; qerez Zi — ee zamykanie v Yi ×X(i) i qerez

Yi
prYi←−−−− Zi

prX(i)−−−−→ X(i)

— proekcii. V ni�esledu�we$i lemme mno�estvo Zi rassmatrivaets� kak
reducirovannoe mnogoobrazie.

Lemma 6.6. Kvadrat

CH(X(i))
in∗

Ui−−−−→ CH(Ui)

(prX(i)
)∗

x xp∗i
CH(Zi)

pr∗
Yi←−−−− CH(Yi)

kommutativen.

Dokazatel~stvo. Pre�de vsego otmetim, qto gomomorfizm pr∗Yi
oprede-

len, poskol~ku mnogoobrazie Yi gladkoe (mnogoobrazie Zi mo�et i ne byt~
takovym) [7, §8.1], v to vrem� kak in∗

Ui
opredelen, poskol~ku morfizm inUi

ploski$i (mnogoobrazie X(i) gladkim ne predpolagaets�) [7, thm. 1.7].
Rassmotrim taku� kommutativnu� diagrammu:

X(i)

inUi←↩ Ui

prX(i)
↑ prUi

↑ ↖idUi

Zi
inVi←↩ Vi

(pi, idUi
)

←−−− Ui

prYi
↘ prVi↓ ↙pi

Yi

Poskol~ku Vi zamknuto v Yi×Ui (buduqi grafikom morfizma mnogoobrazi$i),
my imeem:

Vi = Zi ∩ (Yi × Ui)
(pre�de vsego, �ta formula imeet mesto na urovne mno�estv; a tak kak v
ne$i zade$istvovany lix~ reducirovannye mnogoobrazi�, (Zi reducirovano
po postroeni�, Yi le�it v V, Ui — vektornoe rassloenie nad Yi, Vi izomorfno
Ui), �ta �e formula imeet mesto i na urovne mnogoobrazi$i, kogda pod ∩
podrazumevaets� rassloennoe proizvedenie vlo�eni$i). Po �to$i priqine,
kvadrat, vhod�wi$i v sostav diagrammy, dekartov, otkuda [7, prop. 1.7],
uqityva�, qto morfizm inUi ploski$i (ved~ �to otkrytoe vlo�enie), a prX(i)

— sobstvenny$i, poluqaem:

in∗
Ui
◦(prX(i)

)∗ = (prUi
)∗ ◦ in∗

Vi
.

Raz tak, to dl� l�bogo α ∈ CH(Yi) my imeem:

in∗
Ui
◦(prX(i)

)∗ ◦ pr∗Yi
(α) = (prUi

)∗ ◦ in∗
Vi
◦ pr∗Yi

(α) =

= (prUi
)∗ ◦ (prVi)∗(α) = (prUi

)∗ ◦ (pi, idUi)∗ ◦ (pi, idUi)
∗ ◦ (prVi)∗(α) =

= (idUi)∗ ◦ p∗i (α) = p∗i (α)
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(dl� tret~ego ravenstva suwestvenno, qto kompozici� (pi, idUi)∗ ◦ (pi, idUi)
∗

— to�destvenny$i morfizm, poskol~ku (pi, idUi) : Ui → Vi — izomorfizm).

S pomow~� �to$i lemmy, my nahodim rasweplenie �pimorfizma

CH(X(i))→→ CH(Yi) ,

a imenno, — kompozici� (prX(i)
)∗ ◦ pr∗Yi

. Takim obrazom, my vypolnili
punkt a) naxego plana.

b)Dava$ite teper~ prodlim vlevo tu standartnu� toqnu� posledovatel~nost~
grupp Q�ou, qto ispol~zovalas~ vyxe, vved� v de$istvie dl� �to$i celi
gruppy K-kogomologi$i [17]:

H∗(X(i),K∗+1)→ H∗(Ui,K∗+1)→ CH(X(i−1))→ CH(X(i))→ CH(Ui)→ 0 ,

gde dl� proizvol~nogo mnogoobrazi� T

H∗(T,K∗+1) =
⊕
l≥0

H l(T,Kl+1) .

Tret~� (kak raz interesu�wa� nas) strelka budet in�ekcie$i, esli perva�
oka�ets� s�r�ekcie$i. To, qto perva� strelka de$istvitel~no s�r�ekci�,
vytekaet iz sledu�we$i lemmy:

Lemma 6.7. Kvadrat

H∗(X(i),K∗+1)
in∗

Ui−−−−→ H∗(Ui,K∗+1)

(prX(i)
)∗

x xp∗i
H∗(Zi,K∗+1)

pr∗
Yi←−−−− H∗(Yi,K∗+1)

kommutativen, a p∗i — izomorfizm.

Dokazatel~stvo. Vse proishodit toqno tak �e, kak i v dokazatel~stve
predyduwe$i lemmy. Principial~noe znaqenie imeet pri �tom to, qto i
v K-kogomologi�h my raspolagaem konstrukcie$i gomomorfizma obratnogo
obraza otnositel~no proizvol~nogo morfizma v gladkoe mnogoobrazie [17,
§12]; gomomorfizm p∗i �vl�ets� izomorfizmom soglasno [17, prop. 8.6].

c) Ishod� iz a) i b), my poluqaem izomorfizm⨿
i

CH(Yi) −−−−→∼
CH(X) ,

gde pri ka�dom i otobra�enie CH(Yi)→ CH(X) opredeleno kak kompozici�

CH(Yi)
pr∗

Yi−−−−→ CH(Zi)
(prX(i)

)∗

−−−−−−→ CH(X(i))
(inX(i)

)∗
−−−−−−→ CH(X) .

Dl� zaverxeni� dokazatel~stva pervogo utver�deni� teoremy ostaets�
pokazat~, qto vypisanna� kompozici� sovpadaet s gomomorfizmom CH((πi)

t),
gde πi ∈ CH(X ×Yi) — komponenta sootvetstvi� π ∈ CH(X ×Y ). Poskol~ku
(πi)

t sovpadaet s klassom [Zi] ∈ CH(Yi × X) podmnogoobrazi� Zi ⊂ Yi × X,
dostatoqno lix~ udostoverit~s� v sledu�wem obwem fakte:
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Lemma 6.8. Pust~ X, Y ∈ V i pust~ Z ⊂ Y × X — nekotoroe zamknutoe
podmnogoobrazie (my ne predpolagaem, qto Z ∈ V, i my ne predpolagaem,
qto Z neprivodimo). Oboznaqim qerez

Y
prZ

Y←−−−− Z
prZ

X−−−−→ X

proekcii. My utver�daem, qto kompozici�

CH(Y )
(prZ

Y )∗−−−−→ CH(Z)
(prZ

X)∗−−−−→ CH(X)

sovpadaet s gomomorfizmom CH([Z]) (po povodu opredeleni� [Z] sm. [7,
§1.5]).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim diagrammu

Y

prZ
Y ↗ ↑ prY

Z
in
↪→ Y ×X

prZ
X ↘ ↓ prX

X

Po opredeleni� gomomorfizma CH([Z]) (2.1), dl� proizvol~nogo α ∈ CH(Y )
my imeem:

CH([Z])(α) = (prX)∗

(
[Z] · pr∗Y (α)

)
.

Tak kak umno�enie na [Z] v gruppe CH(Y × X) sovpadaet s kompozicie$i
in∗ ◦ in∗, my poluqaem:

(prX)∗ ◦ in∗ ◦ in∗ ◦ pr∗Y (α) = (prZX)∗ ◦ (prZY )∗(α)

(ravenstvo imeet mesto, tak kak oba treugol~nika diagrammy kommutativny).

2. Pust~ Y l — odna iz komponent total~no$i bazy Y kletoqnogo prostranstva
X. Tak kak morfizm p : GrX → Y �vl�ets� vektornym rassloeniem, proo-
braz T = p−1(Y l) neprivodim i po �to$i priqine celikom soder�its� v
nekotoro$i komponente mnogoobrazi� X, ska�em v komponente Xk. �sno,
qto dl� l�bogo drugogo k′ ̸= k komponenta πk

′l sootvetstvi� π ravna nul�.
�to oznaqaet, qto sootvetstvie π �vl�ets� razdel�emym (4.3).

Bolee togo, πkl est~ klass zamykani� v Xk × Y l grafika morfizma p|T :

T → Y l. Tak kak �tot grafik neprivodim (po to$i priqine, qto neprivodimo
T ), ego zamykanie tak�e neprivodimo i, takim obrazom, komponenta πkl

�vl�ets� klassom nekotorogo prostogo cikla. Sledovatel~no, sootvetstvie
π odnorodno (4.3). Teorema dokazana.

Zameqanie 6.9. Hot� izomorfizmy π i πt i de$istvu�t vo vzaimno-obratnyh
napravleni�h, oni ne �vl��ts�, voobwe govor�, vzaimno-obratnymi.
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Zameqanie 6.10. V absol�tnom sluqae, t.e. v sluqae kogda Yi = SpecF dl�
vseh i, dokazyvat~ �tu teoremu znaqitel~no prowe. K primeru, rasweple-
nie dl� punkta a) zadaets� togda gomomorfizmom obratnogo obraza otnositel~no
strukturnogo morfizma X(i) → SpecF .

Sledstvie 6.11. Oboznaqim qerez Xk komponenty kletoqnogo prostranstva
X, qerez Y l — komponenty ego total~no$i bazy, a qerez πkl ∈ Hom(Xk, Y l)
— komponenty sootvetstvi� π. V l�bo$i graduirovanno$i geometriqesko$i
teorii kogomologi$i H∗, imeets� (dl� ka�dogo k) izomorfizm graduirovan-
nyh grupp (

H(πkl)
)
l
: H∗(Xk)→

⨿
l: πkl ̸=0

H∗(Y l)[−rl] ,

gde rl — rang vektornogo rassloeni� nad Y l, vhod�wego v sostav kletoqno$i
struktury na X.

Dokazatel~stvo. �to sleduet iz (4.4), teoremy i togo, qto deg πkl = −rl.

7.

Operacii nad otnositel~nymi prostranstvami

Opredelenie 7.1. Mnogoobrazie X, snab�ennoe fil~tracie$i zamknutymi
podmnogoobrazi�mi i morfizmom p : GrX → Y , nazovem otnositel~nym
prostranstvom nad Y (takim obrazom, otnositel~noe prostranstvo �vl�ets�
kletoqnym, esli i tol~ko esli X,Y ∈ V i morfizm p obladaet strukturo$i
vektornogo rassloeni�).

Opredelenie 7.2 (Proizvedenie). Pust~X iX ′ — otnositel~nye prostranstva
nad Y i Y ′ sootvetstvenno (my ispol~zuem standartnye oboznaqeni� dl�
�lementov otnositel~no$i struktury na X i “xtrihovannye” oboznaqeni�
dl� �lementov otnositel~no$i struktury na X ′). Na proizvedenii mnogoo-
brazi$i X ×X ′ vvedem taku� strukturu otnositel~nogo prostranstva nad
Y × Y ′: upor�doqim mno�estvo

{0, 1, . . . , n} × {0, 1, . . . , n′},

leksikografiqeskim obrazom, t.e. ska�em, qto (j, j′) < (i, i′), esli j < i ili
esli j = i i j′ < i′; my polagaem

(X ×X ′)(i,i′) =
∪

(j,j′)≤(i,i′)

X(j) ×X ′
(j′) = X(i−1) ×X ′ ∪X(i) ×X ′

(i′) ⊂ X ×X
′ ;

takim obrazom, Gr(X ×X ′) = GrX ×GrX ′, i u nas est~ morfizm

p× p′ : Gr(X ×X ′)→ Y × Y ′ .

Takoe opredelenie rasprostran�ets� oqevidnym obrazom na sluqa$i proizve-
deni� neskol~kih (v koneqnom qisle) somno�itele$i. Pri �tom proizvede-
nie kletoqnyh prostranstv — to�e kletoqnoe prostranstvo.
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Primer 7.3. Pust~ X — otnositel~noe prostranstvo nad Y i pust~ T —
nekotoroe mnogoobrazie. Proizvedenie T ×X imeet oqevidnu� strukturu
otnositel~nogo prostranstva nad T × Y . �ta struktura poluqaets� i
s pomow~� (7.2), esli rassmotret~ T kak (trivial~noe) otnositel~noe
prostranstvo nad samim sobo$i.

Opredelenie 7.4 (Kompozici�). Pust~ X — otnositel~noe prostranstvo
nad Y i predpolo�im, qto Y , v svo� oqered~, �vl�ets� otnositel~nym
prostranstvom nad Z. Togda X mo�no sledu�wim obrazom prevratit~ v
otnositel~noe prostranstvo nad Z: izmel~qim fil~traci� na X takim
obrazom, qtoby GrnewX dl� poluqenno$i novo$i fil~tracii sovpalo by
s proobrazom GrY ⊂ Y otnositel~no morfizma GrX → Y ; v kaqestve
strukturnogo morfizma novo$i otnositel~no$i struktury voz~mem kompozici�

GrnewX → GrY → Z .

Zameqanie 7.5. Strukturu (7.2) mo�no tak�e poluqit~ posredstvom (7.3) i
(7.4): esli X (sootv., X ′) — otnositel~noe prostranstvo nad Y (sootv., nad
Y ′), to X ×X ′ — otnositel~noe prostranstvo nad proizvedeniem Y ×X ′,
kotoroe, v svo� oqered~, — otnositel~noe prostranstvo nad Y × Y ′; vz�v
kompozici� �tih dvuh otnositel~nyh struktur, my poluqim otnositel~nu�
strukturu na X ×X ′, sovpada�wu� s (7.2).

Opredelenie 7.6 (Su�enie). Pust~ X — otnositel~noe prostranstvo nad
Y i pust~ X ′ ⊂ X, Y ′ ⊂ Y — nekotorye podmnogoobrazi�. Predpolo�im,
qto su�enie morfizma GrX → Y na X ′ ∩ GrX �vl�ets� morfizmom v Y ′.
Togda mnogoobrazie X ′ vmeste s inducirovanno$i fil~tracie$i X ′

(i) = X ′ ∩
X(i) �vl�ets� otnositel~nym prostranstvom nad Y ′. My budem nazyvat~
�tu otnositel~nu� strukturu na X ′ strukturo$i, inducirovanno$i s X.

Part 2.

Qast~ 2. Kogomologii izotropnyh flagovyh mnogoobrazi$i

Dl� raboty s mnogoobrazi�mi flagov ves~ma udobnym predstavl�ets�
ispol~zovanie �zyka funktorov toqek, razrabotannogo v [5]. V §8 my napom-
inaem nekotorye osnovnye pon�ti� �togo �zyka i sv�zannye s nimi fakty,
a tak�e fiksiruem opredelennu� terminologi�. �ta terminologi� slegka
otliqna ot [5]. K primeru, my predpoqitaem sohranit~ obyqnoe znaqenie
za slovom “shema” i ne ispol~zovat~ ego dl� funktorov. Qtoby izbe�at~
togo izvestnogo prep�tstvi�, qto F -funktory (opredelennye ni�e) ne obrazu�t
kategorii (poskol~ku morfizmy odnogo F -funktora v drugo$i ne vsegda
obrazu�t mno�estvo), my budem govorit~ lix~ o kategorii predstavimyh
F -funktorov. Menee gruby$i podhod, ispol~zu�wi$i pon�tie univerzuma,
izlo�en v [5].

Vse rassmatrivaemye nami kol~ca i algebry associativny i oblada�t
edinice$i, a gomomorfizmy �tih kolec ili algebr— otobra�a�wimi 1 v 1.
Esli ne utver�daets� protivopolo�noe, modul~ (ili vektornoe prostranstvo)
�vl�ets� pravym.

V §8, F — proizvol~noe kommutativnoe kol~co; naqina� s §9, F — pole.



KOGOMOLOGII MNOGOOBRAZI$i 23

8.

�zyk funktorov toqek

Pust~ F — kommutativnoe kol~co (vo vseh prilo�eni�h F budet polem).
Nazovem F -funktorami kovariantnye funktory F -alg → Sets kategorii
kommutativnyh F -algebr F -alg v kategori� mno�estv Sets. Proizvol~na�
F -shema (t.e. shema nad kol~com F ) X zadaet F -funktor X, a imenno

R ∈ F -alg 7→ X(R) = MorF (SpecR,X) ,

nazyvaemy$i funktorom toqek F -shemyX. F -funktor, izomorfny$i funktoru
toqek nekotoro$i F -shemy (ska�em, shemy X) nazyvaets� predstavimym
(shemo$iX); obyqny$i— obwekategorny$i smysl vyra�eni� “predstavimy$i
funktor” oznaqaet v �to$i terminologii “F -funktor predstavimy$i affinno$i
F -shemo$i” i budet vyra�at~s� bolee korotko slovami “affinny$i F -funktor”.
Voznika�wi$i funktor iz kategorii F -shem v kategori� predstavimyh F -
funktorov (morfizm v posledne$i kategorii opredelen prosto kak proizvol~noe
estestvennoe preobrazovanie funktorov) �vl�ets� �kvivalentnost~� kategori$i
[5, p. 18, thm. de comparaison]. V qastnosti, kategori� abstraktnyh shem
�kvivalentna kategorii predstavimyh Z-funktorov.

Itak, l�bo$i predstavimy$i F -funktor F zadaet nekotoru� edinstvennu�
(s toqnost~� do kanoniqeskogo izomorfizma) F -shemu. �ta shema nazy-
vaets� geometriqesko$i realizacie$i F -funktora F , ili F -shemo$i, predstavl��we$i
F , i budet oboznaqat~s� tem �e simvolom, qto i F .

Primer 8.1. Pust~ V — svobodny$i F -modul~ koneqnogo ranga. F -funktor
V s V (R) = V ⊗F R (opredelenny$i na morfizmah estestvennym obrazom),
nazyvaets� affinnym prostranstvom i predstavim shemo$i “affinnoe prostranstvo
V ”.

Pust~ F i G — F -funktory; G nazyvaets� podfunktorom v F , esli G(R)
�vl�ets� podmno�estvom v F(R), a otobra�enie G(φ) : G(R)→ G(S) — su�e-
niem otobra�eni� F(φ) dl� l�byh algebr R,S ∈ F -alg i l�bogo gomomor-
fizma algebr φ ∈ HomF -alg(R,S).

Proobraz podfunktora G ⊂ F otnositel~no morfizma F -funktorov F ′ →
F opredelen kak podfunktor G′ ⊂ F ′, dl� kotorogo G′(R) — proobraz podm-
no�estva G(R) ⊂ F(R) otnositel~no otobra�eni� F ′(R)→ F(R).

Pust~ R — kommutativna� F -algebra. Rassmotrim F -funktor SpecR;
my imeem:

SpecR(S) = HomF -alg(R,S) dl� l�bo$i S ∈ F -alg .

Zafiksirovav nekotory$i ideal I ⊂ R, mo�no postroit~ dva podfunktora
v SpecR, vz�v v kaqestve mno�estv Hom(R,S) dl� ka�do$i algebry S mno�-
estva {

φ ∈ Hom(R,S)| φ(I) · S = S
}

i
{
φ ∈ Hom(R,S)| φ(I) = 0

}
.

Proizvol~ny$i podfunktor G nekotorogo F -funktora F nazyvaets� otkrytym
(sootv., zamknutym), esli dl� ka�do$i algebry R ∈ F -alg i ka�dogo mor-
fizma SpecR → F proobraz G �vl�ets� podfunktorom v SpecR pervogo
(sootv., vtorogo) tipa. �tim opredeleniem udaets� pol~zovat~s� na praktike;
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otmetim v �to$i sv�zi, qto morfizmy SpecR → F nahod�ts� vo vzaimno-
odnoznaqnom sootvetstvii s mno�estvom F(R).

Mo�no pokazat~, qto l�bo$i otkryty$i (sootv., zamknuty$i) pofunktor
predstavimogo F -funktora F predstavim i, k tomu �e, nekotoro$i odnoz-
naqno opredelenno$i otkryto$i (sootv., zamknuto$i) podshemo$i F -shemy F .

Govor�t, qto seme$istvo podfunktorov {Gα} nekotorogo F -funktora F
pokryvaet F , esli

F(R) =
∪
α

Gα(R)

dl� l�bo$i F -algebry R �vl��we$is� polem. V sluqae kogda funktor
F predstavim i ka�dy$i iz podfunktorov Gα otkryt ili zamknut (ili
lokal~no zamknut), F pokryvaets� podfunktorami Gα, esli i tol~ko esli
F -shema F pokryvaets� sootvetstvu�wimi podshemami.

Naprotiv, pereseqenie proizvol~nogo seme$istva podfunktorov opre-
del�ets� prostym — naivnym obrazom:(∩

α

Gα

)
(R) =

∩
α

Gα(R) dl� l�bo$i R ∈ F -alg .

F -funktor F nazyvaets� lokal~nym, esli dl� l�bo$i algebry R ∈ F -alg
i proizvol~nyh ee �lementov r1, . . . , rl ∈ R, poro�da�wih ediniqny$i ideal,
posledovatel~nost~ otobra�eni$i mno�estv

F(R)→
l∏
i=1

F(Rri) →→
l∏

i,j=1

F(Rrirj )

toqna (“toqnost~” tak�e podrazumevaet in�ektivnost~ pervogo otobra�eni�),
ili drugimi slovami, esli F �vl�ets� puqkom v topologii Zarisskogo na
kategorii F -alg. Kak udaets� dokazat~, F -funktor F predstavim esli i
tol~ko esli on lokalen i dopuskaet pokrytie otkrytymi affinnymi po-
funktorami [5, p. 18, thm. de comparaison] (geometriqeska� realizaci� F
stroits� v �tom sluqae kak pr�mo$i predel shem SpecR po vsevozmo�nym
morfizmam F -funktorov SpecR → F , pri �tom pr�mo$i predel berets� po
otnoxeni� ko vsem takim morfizmam shem SpecR→ SpecR′, sootvetstvu�wi$i
morfizm F -funktorov dl� kotoryh �vl�ets� funktorom nad F). Takim
obrazom, mo�no “zabyt~” o shemah i rabotat~ vmesto �togo s kategorie$i
takih F -funktorov. Odnako my ne delaem �togo v polno$i mere, poskol~ku
nu�daems� v nekotoryh rezul~tatah i pon�ti�h teorii shem, razrabotanno$i
luqxe, qem teori� F -funktorov.

Pr�moe proizvedenie F1×F2 dvuh F -funktorov F1 i F2 — �to F -funktor
s

(F1 ×F2)(R) = F1(R)×F2(R) i (F1 ×F2)(φ) = F1(φ)×F2(φ) .

Rassloennoe proizvedenie F1 ×F F2 dvuh F -funktorov F1 → F i F2 → F
nad F — �to podfunktor ih pr�mogo proizvedeni� F1 ×F2 s(

F1 ×F F2

)
(R) = F1(R)×F(R) F2(R)

(pereseqenie dvuh podfunktorov i, bolee obwo, proobraz podfunktora
otnositel~no morfizma F -funktorov — primery rassloennogo proizve-
deni�, s kotorymi my u�e povstreqalis~).
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Pust~ L — kommutativna� F -algebra. Tak kak L-shema — �to “to �e
samoe”, qto i F -shema, dopolnitel~no snab�enna� morfizmom v SpecL
nad F , kategori� (predstavimyh) L-funktorov dol�na byt~ �kvivalentna
kategorii (predstavimyh) “F -funktorov nad L”, ime�wa� svoimi ob�ektami
(predstavimye) F -funktory, snab�ennye morfizmami v F -funktor SpecL.
Taka� �kvivalentnost~ kategori$i de$istvitel~no imeets�. Esli F → SpecL
— ob�ekt posledne$i kategorii, to sootvetstvu�wi$i emu L-funktor G stroits�
napr�mu� sledu�wim obrazom: mno�estvo G(R) dl� R ∈ L-alg — �to proo-
braz strukturnogo gomomorfizma algebry R otnositel~no otobra�eni�
mno�estv

F(R)→ Spec(L,R) = HomF -alg(L,R) ,

gde R rassmatrivaets� kak F -algebra standartnym obrazom. V obratnu�
storonu, esli G — nekotory$i L-funktor, to mo�no poluqit~ iz nego F -
funktor F , polo�iv

F(R) =
⨿

HomF-alg(L,R)

G(R) ,

i vz�t~ oqevidny$i morfizm F → SpecL.
Naprimer, esli F — F -funktor, to proizvedenie F×SpecL �vl�ets� F -

funktorom nad L. Sootvetstvu�wi$i emu L-funktor oboznaqaets� F ⊗F L.
Dl� l�bo$i R ∈ L-alg imeem: (F ⊗F L)(R) = F(R), gde v pravo$i qasti
ravenstva R rassmatrivaets� kak F -algebra.

Ewe odnim primerom mo�et slu�it~ opredelenie slo�. Esli f : F ′ → F
— morfizm F -funktorov i x ∈ F(R), gde R ∈ F -alg, — nekotora� R-toqka
funktora F , rassloennoe proizvedenie F -funktorov SpecR i F ′ nad F
(gde SpecR → F — morfizm, zadavaemy$i toqko$i x ∈ F(R)) �vl�ets� F -
funktorom nad R. Sootvetstvu�wi$i emu R-funktor nazyvaets� sloem
morfizma f nad toqko$i x. Qtoby poluqit~ znaqenie funktora slo� na
algebre S ∈ R-alg, sleduet vz�t~ obraz toqki x ∈ F(R) v F(S), gde S rass-
matrivaets� kak F -algebra, i, zatem, proobraz rezul~tata v F ′(S).

Vvedennye opredeleni� oqevidno soglasu�ts� s sootvetstvu�wimi opre-
deleni�mi v teorii shem (pravda, opredelenie slo� primen�ets� v teorii
shem obyqno lix~ k sluqa�, kogda x — geometriqeska� toqka, t.e. kogda
R — pole).

�zyk funktorov okazyvaets� prisposoblennym i dl� opisani� puqkov,
ska�em, puqkov module$i. My obsudim �tot aspekt, poskol~ku u nas net
podhod�wego istoqnika, odnako obsu�denie budet kratkim: real~no dl�
dal~ne$ixe$i raboty nam potrebuets� lix~ pon�tie vektornogo rassloeni�,
zakl�qa�wee �to obsu�denie.

Pust~ F — predstavimy$i F -funktor. AlgebraR ∈ F -alg s zafiksirovan-
nym �lementom mno�estva F(R) budet nazyvat~s� F-algebro$i; kategori�
F-algebr (morfizmy v �to$i kategorii — �to po opredeleni� gomomor-
fizmy F -algebr, otobra�a�wie vydelennu� toqku v vydelennu� toqku)
oboznaqim F-alg (otmetim, qto v sluqae, kogda F �vl�ets� spektrom nekotoro$i
F -algebry L, kategori� F-alg “sovpadaet” s L-alg). Podobno tomu, kak �to
proishodilo i vyxe, pon�tie F -funktora nad F �kvivalentno pon�ti� F-
funktora, t.e. funktora iz F-alg v Sets. Naprimer, kategori� F-shem, t.e.
shem nad F , �kvivalentna kategorii predstavimyh F-funktorov. Teper~
mo�no dat~ takoe opredelenie:
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Opredelenie 8.2. Nazovem F-funktor G puqkom module$i (nad F), esli on
lokalen i pri �tom dl� ka�do$i algebry R ∈ F-alg mno�estvo G(R) nade-
leno strukturo$i modul� nad kol~com R takim obrazom, qto dl� l�bogo
gomomorfizma F-algebr R → S otobra�enie G(R) → G(S) �vl�ets� gomo-
morfizmom R-module$i.

Opredelenie 8.3. Puqok module$i G nad F nazyvaets� kvazi-kogerentnym,
esli dl� l�bogo gomomorfizma F-algebr R → S inducirovanny$i gomo-
morfizm S-module$i G(R)⊗R S → G(S) �vl�ets� izomorfizmom.

Opredelenie 8.4. Kvazi-kogerentny$i puqok module$i G nad F nazyvaets�
kogerentnym, esli R-modul~ G(R) koneqno-poro�den dl� ka�do$i algebry
R ∈ F-alg (ostoro�no: v teorii shem est~ neskol~ko opredeleni$i kvazi-
kogerentnosti, kotorye �kvivalentny me�du sobo$i lix~ v neterovom sluqae
[9, chap. II, exercise 5.4]; opredelenie, dannoe zdes~, �kvivalentno v obwe$i
situacii opredeleni� [9, p. 111, def.]).

Opredelenie 8.5. Kogerentny$i puqok module$i G nazyvaets� lokal~no-svobodnym
(ili vektornym rassloeniem), esli vse moduli G(R) proektivny.

Zametim, qto v ramkah �togo �zyka pon�ti� lokal~no svobodnogo puqka
module$i i vektornogo rassloeni� ne prosto �kvivalentny, a sovpada�t!
Edinstvennoe neobhodimoe zdes~ dopolnitel~noe nabl�denie sostoit v
tom, qto lokal~no-svobodny$i puqok module$i, opredelenny$i predlo�ennym
vyxe sposobom, dopuskaet otkrytoe pokrytie affinnymi podfunktorami
i, tem samym, �vl�ets� predstavimym F-funktorom.

Ob�edin�� opredeleni�, dannye vyxe, poluqaem

Opredelenie 8.6. Morfizm predstavimyh F -funktorov f : G → F �vl�ets�
vektornym rassloeniem, esli dl� l�bo$i algebry R ∈ F -alg i l�bo$i R-
toqki x ∈ F(R) proobraz f(R)−1(x) toqki x otnositel~no otobra�eni�
mno�estv f(R) : G(R) → F(R) nadelen strukturo$i koneqno poro�dennogo
proektivnogo R-modul� tak qto pri �tom dl� l�bogo gomomorfizma F -
algebr φ : R→ S otobra�enie

f(R)−1(x)→ f(S)−1(y) ,

gde y — obraz toqki x ∈ F(R) v F(S), �vl�ets� gomomorfizmom R-module$i,
induciru�wim izomorfizm S-module$i

S ⊗R f(R)−1(x)→ f(S)−1(y) .

Zameqanie 8.7. My opredelili vektornoe rassloenie kak morfizm s dopol-
nitel~no$i strukturo$i. Inogda my budem nazyvat~ nekotory$i morfizm
(bez dopolnitel~no$i struktury) vektornym rassloeniem (kak �to delaets�
i v literature), esli on dopuskaet vvedenie (nekotoro$i) struktury vektornogo
rassloeni�.

Legko proverit~, qto naxe opredelenie vektornogo rassloeni� �kviva-
lentno obyqnym opredeleni�m, prin�tym v teorii shem, naprimer, (iskl�-
qitel~no neinvariantnomu) opredeleni�, dannomu v [9, chap. II, exercise
5.18].
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9.

Grassmaniany

Naqina� s �togo mesta F �vl�ets� polem, a V — nekotorym koneq-
nomernym vektornym prostranstvom nad F .

Opredelenie 9.1. (Polny$i) grassmanian IΓ(V ) prostranstva V — �to F -
funktor, opredelenny$i sledu�wim obrazom:

• mno�estvo IΓ(V )(R) dl� R ∈ F -alg — �to mno�estvo vseh pr�myh sla-
gaemyh R-modul� VR = V ⊗F R; inaqe govor�, IΓ(V )(R) sostoit iz vseh
takih (proektivnyh) podmodule$i N ⊂ VR, qto faktormodul~ VR/N
(tak�e) proektiven;
• otobra�enie IΓ(V )(R)→ IΓ(V )(S) dl� φ ∈ HomF -alg(R,S) opredeleno s
pomow~� tenzornogo umno�eni� na S nad R:

N ⊂ VR 7→ N ⊗R S ⊂ VS .

Predlo�enie 9.2. F -funktor IΓ(V ) predstavim, priqem predstavl�ets� glad-
kim i polnym F -mnogoobraziem.

Dokazatel~stvo. Sperva ubedims�, qto funktor IΓ(V ) lokalen. Pust~ R ∈
F -alg i pust~ r1, . . . , rl ∈ R — nabor �lementov, poro�da�wih ediniqny$i
ideal. Dl� l�bogo modul� N ∈ IΓ(V )(R) vypolneno

N = VR ∩
l∏
i=1

Nri ⊂
l∏
i=1

VRri
.

Takim obrazom, perva� strelka posledovatel~nosti

IΓ(V )(R)→
l∏
i=1

IΓ(V )(Rri)
→→

l∏
i,j=1

IΓ(V )(Rrirj )

in�ektivna. Dopustim, qto dl� ka�dogo i zadan nekotory$i Rri-modul~
Ni ∈ IΓ(V )(Rri). Uslovie, qto (Ni)

l
i=1 “uhodit v nol~” oznaqaet soglasovan-

nost~ na pereseqeni�h SpecRri ∩ SpecRrj , pozvol��wu� skleit~ iz puqkov
na spektrah SpecRri , zadavaemyh �timi modul�mi, v odin lokal~no svo-
bodny$i puqok na SpecR. Pust~ N ⊂ VR — sootvetstvu�wi$i (proektivny$i)
R-modul~. Faktormodul~ VR/N proektiven, poskol~ku ka�da� iz lokalizaci$i
(VR/N)ri proektivna. Takim obrazom, N ∈ IΓ(V )(R).

Qtoby poluqit~ otkrytoe affinnoe pokrytie, voz~mem kako$i-nibud~
�pimorfizm vektornyh prostranstv p : V →→ U i rassmotrim podfunktor
U ⊂ IΓ(V ), opredelenny$i tak:

U(R) =
{
N ∈ IΓ(V )(R)| (pR)|N : N → UR �vl�ets� izomorfizmom

}
,

gde pR : VR → UR — gomomorfizm R-module$i, inducirovanny$i p. Zafik-
sirovav kakoe-nibud~ rasweplenie �pimorfizma p i vved� oboznaqenie
U ′ = Ker p, my poluqim biekci�

U(R) ≃ HomR(UR, U
′
R) ≃ HomF (U,U

′)⊗F R .

�ta biekci� zadaet izomorfizm F -funktorov, oto�destvl��wi$i U s affinnym
prostranstvom HomF (U,U

′).
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Qtoby pokazat~, qto pofunktor U otkryt v IΓ(V ), rassmotrim proizvol~ny$i
morfizm SpecR → IΓ(V ) i sootvetstvu�wu� emu R-toqku N ∈ IΓ(V )(R).
Imeem:

N ∈ U(R) ⇔ pR|N — izomorfizm ⇔ Coker(pR|N ) = 0 i rkN ≤ n ,

gde n = dimU . Uslovie rkN ≤ n mo�no zamenit~ na uslovie obnuleni�
(n+ 1)-o$i vnexne$i stepeni Λn+1N modul� N . Polo�im P = Coker(pR|N )⊕
Λn+1N . Togda dl� l�bogo gomomorfizma φ ∈ HomF -alg(R,S), my imeem

N ⊗R S ∈ U(S) ⇔ P ⊗R S = 0 ⇔ φ(AnnP ) · S = S ,

gde AnnP — annul�tor modul� P ; posledn�� �kvivalentnost~ imeet mesto
po sledu�we$i priqine

Lemma 9.3. Pust~ φ : R → S — kako$i-libo gomomorfizm kommutativnyh
kolec, P — nekotory$i koneqno-poro�denny$i R-modul~. Tenzornoe proizve-
denie P ⊗R S nulevoe, esli i tol~ko esli podmno�estvo φ(AnnP ) ⊂ S
poro�daet ediniqny$i ideal.

Dokazatel~stvo. Esli mno�estvo φ(AnnP ) poro�daet ediniqny$i ideal,
to S-modul~ P ⊗R S poro�den �lementami vida p ⊗ φ(r), gde r ∈ AnnP i
p ∈ P ; poskol~ku p⊗ φ(r) = p · r ⊗ 1 = 0, poluqaets�, qto P ⊗R S = 0.

Teper~ predpolo�im, qto φ(AnnP )·S ̸= S. Voz~mem kako$i-nibud~ maksi-
mal~ny$i ideal M ⊂ S, soder�awi$i φ(AnnP ), i polo�im p = φ−1(M). Tak
kak p — prosto$i ideal, soder�awi$i AnnP , i modul~ P koneqno-poro�den,
imeem Pp ̸= 0. Po lemme Naka�my (zdes~ my snova ispol~zuem tot fakt,
qto modul~ P koneqno-poro�den) imeem: (P/Pp)p ̸= 0. Poskol~ku (R/p)p ↪→
S/M — rasxirenie pole$i, S/M-modul~ P ⊗R S/M to�e nenulevo$i. Sle-
dovatel~no, P ⊗R S ̸= 0.

Kak vidim, proobraz podfunktora U otnositel~no morfizma SpecR →
IΓ(V ) �vl�ets� otkrytym podfunktorom v SpecR (zadannym idealomAnnP ⊂
R). Takim obrazom, U — otkryty$i podfunktor grassmaniana.

Lemma 9.4. Grassmanian IΓ(V ) pokryvaets� koneqnym qislom podfunktorov
vida U .

Dokazatel~stvo. Pust~ E — nekotory$i F -bazis vektornogo prostranstva
V . Ka�doe podmno�estvo E′ vektorov bazisa E zadaet podfunktor tipa
U , a imenno, — podfunktor, opredel�emy$i �pimorfizmom prostranstva V
na ego faktorprostranstvo po line$ino$i oboloqke E′. Utver�daets�, qto
poluqennye takim obrazom (pri perebore vseh vozmo�nyh podmno�estv)
podfunktory i obrazu�t pokrytie.

Soglasno opredeleni� pokryti�, my dol�ny proverit~, qto mno�estvo
IΓ(V )(L) pokryvaets� svoimi podmno�estvami U(L) dl� l�bogo pol� L ∈
F -alg. Voz~mem proizvol~ny$i �lement N ∈ IΓ(V )(L) i vyberem maksi-
mal~noe podmno�estvo E′ ⊂ E takoe qto L-podprostranstvo U ′

L ⊂ VL imeet
trivial~noe pereseqenie s N , gde U ′ — F -podprostranstvo V , nat�nutoe
na vybrannoe E′. Togda U ′

L ⊕N = VL i, sledovatel~no, N ∈ U(L), gde U —
podfunktor, postroenny$i po E′.
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Itak, nami postroeno koneqnoe otkrytoe pokrytie affinnymi prostranstvami.
Sledovatel~no, grassmanian predstavl�ets� gladko$i F -shemo$i koneqnogo
tipa.

Sobstvennost~ �to$i shemy legko proverit~, vospol~zovavxis~ tak nazy-
vaemym val�ativnym kriteriem sobstvennosti [5, p. 134, cor. 2.9, 2.10] ili
[9, chap. II, thm. 4.7]: dl� l�bo$i algebry R ∈ F -alg, �vl��we$is� kol~com
normirovani�, otobra�enie

IΓ(V )(R)→ IΓ(V )(pole qastnyh kol~ca R)

oqevidno biektivno (in�ektivnost~ �togo otobra�eni� oznaqaet otdelimost~
shemy IΓ(V ), a s�r�ektivnost~ — ee universal~nu� zamknutost~).

Zameqanie 9.5. Imeets� i neposredstvenny$i sposob udostoverit~s� v otdelimosti
grassmaniana IΓ(V ): ego diagonal~ — �to podfunktor v IΓ(V )×2, mno�estvo
R-toqek kotorogo est~{

(N1, N2) ∈ IΓ(V )×2| N1 ⊂ N2 i N2 ⊂ N1

}
,

tak qto �ta diagonal~ �vl�ets� pereseqeniem dvuh flagovyh podfunktorov
v IΓ(V )×2, kotorye zamknuty po (11.2).

Zameqanie 9.6. V dal~ne$ixem nam predstoit rassmotret~ dovol~no mnogo
razliqnyh podfunktorov proizvedeni$i IΓ(V )×m,m ∈ N. Vse oni avtomatiqeski
oka�uts� predstavimymi polnymi F -mnogoobrazi�mi. Odnako dl� proverki
togo, qto nekotorye iz �tih podfunktorov budut gladkimi ili, po kra$ine$i
mere, (geometriqeski) reducirovannymi, potrebu�ts� special~nye usili�.

Kletoqna� struktura
Pust~ p : V →→ W — nekotory$i �pimorfizm vektornyh F -prostranstv.

Opredelim vozrasta�wu� fil~traci�

∅ = IΓ(V )(−1) ⊂ IΓ(V )(0) ⊂ · · · ⊂ IΓ(V )(dimW ) = IΓ(V )

sledu�wim obrazom:

IΓ(V )(i) =
{
N ∈ IΓ(V )| Λi+1pR(N) = 0

}
gde gomomorfizm pR : VR → WR inducirovan gomomorfizmom p, a Λi+1 —
(i+ 1)-a� vnexn�� stepen~.

Lemma 9.7. Ka�dy$i iz podfunktorov IΓ(V )(i) zamknut v IΓ(V ).

Dokazatel~stvo. Pust~ SpecR→ IΓ(V ) — nekotory$i morfizm iN ∈ IΓ(V )(R)
— sootvetstvu�wa� emu R-toqka. Polo�im M = Λi+1pR(N). �to pod-
modul~ svobodnogo modul� Λi+1WR. Po opredeleni� IΓ(V )(i) my imeem:

N ∈ IΓ(V )(i)(R) ⇔ M = 0 .

Sledovatel~no, esli φ : R→ S— kako$i-nibud~ gomomorfizm kommutativnyh
F -algebr, a φΛi+1W : Λi+1WR → Λi+1WS — inducirovanny$i gomomorfizm
R-module$i, to

N ⊗R S ∈ IΓ(V )(i)(S) ⇔ φΛi+1W (M) = 0 .

Pravoe uslovie oznaqaet qto φ(r) = 0 dl� ka�do$i koordinaty r ∈ R
ka�dogo �lementa modul� M v kakom-libo fiksirovannom bazise modul�
Λi+1WR. Takim obrazom, proobraz podfunktora IΓ(V )(i) ⊂ IΓ(V ) otnositel~no
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morfizma SpecR→ IΓ(V ) �vl�ets� zamknutym podfunktorom spektra SpecR,
zadavaemym idealom, sosto�wim iz �tih r.

Lemma 9.8. Dl� vseh i ≥ 0 raznost~ IΓ(V )(i\i−1) — �to podfunktor v IΓ(V ),
u kotorogo

IΓ(V )(i\i−1)(R) =

=
{
N ∈ IΓ(V )(R)| pR(N) �vl�ets� pr�mym slagaemym v WR ranga i

}
.

Dokazatel~stvo. Dava$ite prosto oboznaqim qerez IΓ(V )(i\i−1) podfunktor
v IΓ(V ), zadanny$i vypisanno$i vyxe formulo$i. Nam nu�no pokazat~, qto
�tot funktor �vl�ets� raznost~� IΓ(V )(i) i IΓ(V )(i−1). Dl� naqala za-
metim, qto IΓ(V )(i\i−1) — de$istvitel~no funktor. Bolee togo, on, oqev-
idno, soder�its� v IΓ(V )(i) i ne peresekaets� IΓ(V )(i−1). Nastol~ko �e
oqevidno, qto IΓ(V )(i−1) i IΓ(V )(i\i−1) pokryva�t IΓ(V )(i). Sledovatel~no,
dokazatel~stvo budet zaverxeno, kogda my poka�em, qto F -funktor IΓ(V )(i\i−1)

lokalen i dopuskaet pokrytie podfunktorami, otkrytymi v IΓ(V )(i).
Tak kak IΓ(V )(i\i−1) �vl�ets� podfunktorom lokal~nogo F -funktora, in�ektivnost~

pervo$i strelki posledovatel~nosti

IΓ(V )(i\i−1)(R)→
l∏

j=1

IΓ(V )(i\i−1)(Rrj )
→→

l∏
j,k=1

IΓ(V )(i\i−1)(Rrjrk)

v dokazatel~stve ne nu�daets�. Vz�v �lement v srednem qlene, “umi-
ra�wi$i” pri perehode vpravo, i ispol~zu� lokal~nost~ funktora IΓ(V )(i),
my poluqaem modul~ N ∈ IΓ(V )(i)(R), tako$i qto faktormodul~ WR/pR(N)
proektiven i imeet rang dimW − i. Sledovatel~no, N ∈ IΓ(V )(i\i−1)(R), tak
qto F -funktor IΓ(V )(i\i−1) de$istvitel~no lokalen.

Pust~ q : W →→ U — nekotory$i �pimorfizm vektornyh prostranstv,
priqem dimU = i. Opredelim podfunktor U ⊂ IΓ(V ) sledu�wim obrazom:

U(R) =
{
N ∈ IΓ(V )(R)| (qR)|pR(N)

: pR(N)→ UR �vl�ets� izomorfizmom
}
.

�sno, qto na samom dele U ⊂ IΓ(V )(i\i−1) i qto vse U (kotorye mo�no polu-
qit~ podobnym obrazom) vmeste pokryva�t IΓ(V )(i\i−1). Qtoby uvidet~,
qto U otkryt v IΓ(V )(i), voz~mem proizvol~nu� R-toqku N ∈ IΓ(V )(i)(R).
Imeem:

N ∈ U(R) ⇔ (qR)|pR(N)
�vl�ets� izomorfizmom ⇔

⇔ Coker
(
(qR)|pR(N)

)
= 0 ⇔ Coker

(
(qR ◦ pR)|N

)
= 0 .

Vot ob��snenie poqemu imeet mesto vtora� ravnosil~nost~: tak kak UR —
svobodny$i R-modul~ ranga i i pri �tom Λi+1pR(N) = 0, gomomorfizm

(qR)|pR(N)
: pR(N)→ UR

biektiven esli i tol~ko esli on s�r�ektiven.
Polaga� P = Coker

(
(qR ◦ pR)|N

)
, dl� l�bogo φ ∈ HomF -alg(R,S) my, tem

samym, poluqaem

N ⊗R S ∈ U(S) ⇔ P ⊗R S = 0 ⇔ φ(AnnP ) · S = S

(vtora� ravnosil~nost~ imeet mesto soglasno (9.3)). �to pokazyvaet, qto
proobraz podfunktora U ⊂ IΓ(V )(i) otnositel~no morfizma SpecR→ IΓ(V )(i),
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opredel�emogoR-toqko$iN ∈ IΓ(V )(i)(R), �vl�ets� otkrytym podfunktorom
v SpecR, zadavaemym idealom AnnP ⊂ R.

Sledstvie 9.9. Kak i v (6.2), polo�im Gr IΓ(V ) =
⨿

IΓ(V )(i\i−1). Togda

Gr IΓ(V )(R) =
{
N ∈ IΓ(V )(R)| pR(N) �vl�ets� pr�mym slagaemym v WR

}
dl� l�bo$i algebry R ∈ F -alg.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez Gr IΓ(V ) podfunktor v IΓ(V ) s

Gr IΓ(V )(R) =
{
N ∈ IΓ(V )(R)| pR(N) �vl�ets� pr�mym slagaemym v WR

}
dl� l�bo$i R ∈ F -alg. To, qto shema

⨿
IΓ(V )(i\i−1) predstavl�et F -funktor

Gr IΓ(V ), legko proverit~ napr�mu�.
Mo�no obo$itis~ i bez perehoda k shemam: F -funktor Gr IΓ(V ) lokalen

(�to prover�ets� tak �e, kak v dokazatel~stve predyduwego utver�deni�),
podfunktory

IΓ(V )(i\i−1) ⊂ Gr IΓ(V )

diz��nktny, pokryva�t Gr IΓ(V ), i ka�dy$i iz nih otkryt (i zamknut).

Lemma 9.10. Imeets� morfizm vektornogo rassloeni�

Gr IΓ(V )→ IΓ(W )× IΓ(W ′),

gde W ′ = Ker(p : V →W ).

Dokazatel~stvo. Pust~ R ∈ F -alg, N ∈ IΓ(V )(R). Tak kak modul~ pR(N) v
toqno$i posledovatel~nosti

0 −−−−→ N ∩W ′
R −−−−→ N

pR−−−−→ pR(N) −−−−→ 0

proektiven (buduqi pr�mym slagaemym svobodnogo modul�WR), pereseqe-
nie N ∩ W ′

R �vl�ets� pr�mym slagaemym v N . V sv�zi s tem, qto N —
pr�moe slagaemoe v VR, �to pereseqenie �vl�ets� tak�e pr�mym slagae-
mym v VR a sledovatel~no, i pr�mym slagaemym prome�utoqnogo modul�
W ′
R. Takim obrazom, voznikaet otobra�enie

Gr IΓ(V )(R) → IΓ(W )(R)× IΓ(W ′)(R)

N 7→
(
pR(N), N ∩W ′

R

)
,

kak raz i opredel��wee tot morfizm F -funktorov, qto imeets� vvidu v
uslovii lemmy.

Qtoby poluqit~ strukturu vektornogo rassloeni� na �tom morfizme,
zafiksiruem kakoe-nibud~ rasweplenie �pimorfizma p : V → W , inymi
slovami, oto�destvim W s nekotorym podprostranstvom prostranstva V ,
dopoln��wim W ′. Voz~mem proizvol~nye M ∈ IΓ(W )(R) i M ′ ∈ IΓ(W ′)(R).
R-moduli N ∈ Gr IΓ(V )(R), dl� kotoryh

pR(N) =M i N ∩W ′
R =M ′ ,

nahod�ts� vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s �lementami mno�estva
HomR(M,W ′

R/M
′): dl� φ ∈ HomR(M,W ′

R/M
′) sootvetstvu�wi$i podmodul~

N ⊂ VR =WR⊕W ′
R — �to ob�edinenie m+φ(m) ⊂WR⊕W ′

R po vsem m ∈M ;
dl� N ∈ Gr IΓ(V )(R) sootvetstvu�wi$i gomomorfizm pR(N)→W ′

R/(N ∩W ′
R)

otobra�aet pR(n) (dl� ka�dogo n ∈ N) v klass (po modul� N ∩W ′
R) vtoro$i

komponenty �lementa n ∈WR ⊕W ′
R .
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Poskol~ku M i W ′
R/M

′ — koneqno-poro�dennye proektivnye R-moduli,
R-modul~ HomR(M,W ′

R/M
′) — to�e koneqno-poro�den i proektiven. Dl�

proverki togo, qto nami poluqena struktura vektornogo rassloeni�, ostaets�
dokazat~, qto dl� l�bogo gomomorfizma kommutativnyh F -algebr R → S
estestvenny$i gomomorfizm S-module$i

f(M) : HomR(M,W ′
R/M

′)⊗R S → HomS(M ⊗R S,W ′
S/M

′ ⊗R S)
�vl�ets� izomorfizmom. Poskol~ku f(R) — izomorfizm i

f(M1 ⊕M2) = f(M1)⊕ f(M2),

f(M) — izomorfizm dl� l�bogo modul� M , izomorfnogo pr�momu slagae-
momu v Rn pri nekotorom n ≥ 1, t.e. dl� l�bogo koneqno-poro�dennogo
proektivnogo M .

Sledstvie 9.11. Pust~ 0→W ′ → V →W → 0 — toqna� posledovatel~nost~
vektornyh F -prostranstv. Grassmanian IΓ(V ) vmeste s fil~tracie$i (9.7)
i morfizmom vektornogo rassloeni� (9.10) �vl�ets� otnositel~nym kletoqnym
prostranstvom nad IΓ(W )× IΓ(W ′).

Zameqanie 9.12. Struktura vektornogo rassloeni� na morfizmeGr IΓ(V )→
IΓ(W )×IΓ(W ′), postroenna� v dokazatel~stve posledne$i lemmy, zavisit (po
postroeni�) ot vybora raswepleni� �pimorfizma V →→ W ; odnako sam
morfizm, tak �e kak i fil~traci� na IΓ(V ), t.e., sobstvenno, dannye, opre-
del��wie kletoqnu� strukturu, ne zavis�t ot vybora raswepleni�.

Sledstvie 9.13. V kategorii sootvetstvi$i CV imeets� izomorfizm

IΓ(V ) ≃ IΓ(W )× IΓ(W ′) .

V qastnosti,
H
(
IΓ(V )

)
≃ H

(
IΓ(W )× IΓ(W ′)

)
dl� l�bo$i geometriqesko$i teorii kogomologi$i H (§2).

Komponenty

Opredelenie 9.14. Dl� ka�dogo n ∈ Z, n-grassmanian IΓn(V ) prostranstva
V — �to podfunktor v IΓ(V ), dl� kotorogo IΓn(V )(R) (R ∈ F -alg) — �to podm-
no�estvo v IΓ(V )(R), sosto�wee iz pr�myh slagaemyh, ime�wih posto�nny$i
rang n (koneqno, podfunktor IΓn(V ) nepust, tol~ko esli 0 ≤ n ≤ dimV ).

Predlo�enie 9.15. F -funktor IΓ(V ) �vl�ets� pr�mo$i summo$i svoih pod-
funktorov IΓn(V ), n ∈ Z. Mnogoobrazi� IΓn(V ) geometriqeski neprivodimy.

Dokazatel~stvo. Utver�denie otnositel~no pr�mo$i summy mo�no dokazat~
podobnym �e obrazom, qto i (9.9), ili �e, ispol~zu� (9.9), sledu�wim
obrazom. Voz~mem v kaqestve �pimorfizma p to�destvennoe otobra�enie
V → V . Togda

IΓ(V ) = Gr IΓ(V ) =
⨿
n
IΓ(V )(n\n−1) =

⨿
n
IΓn(V ) ,

gde pervoe ravenstvo spravedlivo (dl� takogo p) vvidu (9.9), vtoroe — po
opredeleni� togo, qto takoe Gr, a tret~e— poskol~ku IΓ(V )(n\n−1) = IΓn(V )
dl� naxego konkretnogo p.
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Qtoby pokazat~, qto IΓn(V ) geometriqeski neprivodim, rassmotrim pol-
nu� line$inu� gruppu GL(V ). Dl� l�bo$i algebry R ∈ F -alg (abstraktna�)
gruppa

GL(V )(R) = AutR(VR)

de$istvuet estestvennym obrazom na mno�estve IΓn(V )(R), tak qto imeets�
morfizm F -funktorov

GL(V )× IΓn(V )→ IΓn(V ),

opredel��wi$i de$istvie algebraiqesko$i gruppyGL(V ) na �tom n-grassmaniane.
Opisannoe de$istvie �vl�ets� tranzitivnym v tom smysle, qto esli R —
pole, to de$istvie “na urovne R-toqek” tranzitivno. Tak kak affinna�
gruppa GL(V ) (geometriqeski) neprivodima, poluqaets�, qto mnogoobra-
zie IΓn(V ) to�e geometriqeski neprivodimo.

Zameqanie 9.16. Mnogoobrazi� IΓn(V ) proektivny: dl� l�bogo n ∈ Z,
otobra�enie

N ∈ IΓn(V )(R) 7→ ΛnN ∈ IΓ1(Λ
nV )(R)

zadaet morfizm F -funktorov, oto�destvl��wi$i IΓn(V ) s zamknutym podmno-
goobraziem proektivnogo prostranstva IΓ1(Λ

nV ).

Sledstvie 9.17. V uslovi�h (9.11), pust~ H∗ — graduirovanna� geometriqeska�
teori� kogomologi$i (§4). Dl� l�bogo n ∈ Z imeets� izomorfizm

H∗ (IΓn(V )
)
≃

n⨿
i=0

H∗ (IΓi(W )× IΓn−i(W
′)
)
[−i(dimW ′ − n+ i)] .

Dokazatel~stvo. Sleduet iz (6.11) i togo, qto

rkHomR(M,W ′
R/M

′) = rkM · rk(W ′
R/M

′) = i · (dimF W
′ − n+ i),

esli M ∈ IΓi(W )(R), a M ′ ∈ IΓn−i(W
′)(R).

10.

Mnogoobrazi� idealov

Opredelenie 10.1. Fiksiruem nekotory$i �ndomorfizm f : V → V i opre-
delim podfunktor IΓinv(V ) ⊂ IΓ(V ) sledu�wim obrazom:

IΓinv(V )(R) =
{
N ∈ IΓ(V )(R)| fR(N) ⊂ N

}
dl� ka�do$i R ∈ F -alg, gde fR : VR → VR — �ndomorfizm, inducirovanny$i
f .

Lemma 10.2. Podfunktor IΓinv(V ) ⊂ IΓ(V ) zamknut.

Dokazatel~stvo. Voz~mem proizvol~ny$i morfizm SpecR → IΓ(V ) i oboz-
naqim qerez N ∈ IΓ(V )(R) sootvetstvu�wu� emu R-toqku. Vyberem kakoe-
nibud~ rasweplenie s proekcii p : VR → VR/N i polo�im

M = (s ◦ p)
(
f(N)

)
⊂ VR .

Imeem:
N ∈ IΓinv(V )(R) ⇔ M = 0 .
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Sledovatel~no, esli φ : R→ S — nekotory$i gomomorfizm kommutativnyh
F -algebr, a φV : VR → VS — inducirovanny$i im gomomorfizm R-module$i,
to

N ⊗R S ∈ IΓinv(V )(S) ⇔ φV (M) = 0 .

Uslovie φV (M) = 0 oznaqaet, qto φ(r) = 0 dl� ka�do$i koordinaty r ∈ R
ka�dogo �lementa modul� M v kakom-nibud~ fiksirovannom bazise svo-
bodnogo modul� VR. Po�tomu proobraz podfunktora IΓinv(V ) ⊂ IΓ(V ) otnositel~no
morfizma SpecR → IΓ(V ) �vl�ets� zamknutym podfunktorom v SpecR, za-
davaemym idealom kol~ca R, sosto�wim iz vseh �tih r.

Pust~A— proizvol~na� F -algebra, koneqnomerna� nad F , a V — koneqno-
poro�denny$iA-modul~ (�vl��wi$is�, tem samym, i koneqnomernym vektornym
prostranstvom nad F ).

Opredelenie 10.3. Opredelim podfunktor IΓA(V ) ⊂ IΓ(V ) sledu�wim obra-
zom:

IΓA(V )(R) =
{
N ∈ IΓ(V )(R)| N �vl�ets� AR-podmodulem v VR

}
dl� l�bo$i R ∈ F -alg. F -funktor IΓA(A), kotory$i poluqaets�, esli rass-
matrivat~ A kak pravy$i modul~ nad sobo$i, budem nazyvat~ mnogoobraziem
(pravyh) idealov algebry A i oboznaqat~ bolee korotko qerez IΓA.

Sledstvie 10.4. Podfunktor IΓA(V ) ⊂ IΓ(V ) zamknut (i, sledovatel~no,
predstavl�ets� polnym F -mnogoobraziem).

Dokazatel~stvo. Umno�enie na l�bo$i �lement a ∈ A zadaet F -�ndomorfizm
prostranstva V , i, tem samym, — zamknuty$i podfunktor vida (10.2). Tak
kak N ∈ IΓ(V )(R) �vl�ets� AR-podmodulem v VR, esli i tol~ko esli N
otobra�aets� v seb� pri umno�enii na l�bo$i �lement a ∈ A, pereseqenie
vseh �tih zamknutyh podfunktorov daet IΓA(V ).

Lemma 10.5. Pust~ A1 i A2 — dve proizvol~ny$i koneqnomernye F -algebry.
Togda IΓA1×A2 ≃ IΓA1 × IΓA2 .

Dokazatel~stvo. Dl� l�bo$i R ∈ F -alg my imeem:

(A1 ×A2)R ≃ (A1)R × (A2)R ,

otkuda IΓA1×A2(R) ≃ IΓA1(R)× IΓA2(R).

Opredelenie 10.6. Koneqnomerna� F -algebraA nazyvaets� separabel~no$i,
esli pri rasxirenii skal�rov do l�bogo pol�, soder�awego F , iz nee
poluqaets� poluprosta� algebra. �kvivalentnoe opredelenie: algebra A
separabel~na, esli ona poluprosta i, pri �tom, centr ka�do$i ee prosto$i
komponenty �vl�ets� (koneqnym) separabel~nym rasxireniem pol� F [4,
§71, exercise 2]. Drugoe �kvivalentnoe opredelenie: A separabel~na, esli
dl� nekotorogo separabel~nogo rasxireni� E/F algebra AE izomorfna
pr�momu proizvedeni� matriqnyh algebr.

Pust~ A — separabel~na� F -algebra, a V — koneqno-poro�denny$i A-
modul~.

Lemma 10.7 (�kvivalentnost~ Mority). Polo�im B = EndA V . Togda
IΓA(V ) ≃ IΓB.
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Dokazatel~stvo. Po svoemu opredeleni�, mno�estvo IΓA(V )(R) dl� l�bo$i
R ∈ F -alg sostoit iz AR-podmodule$i N modul� VR takih qto toqna� posle-
dovatel~nost~

0→ N → VR → VR/N → 0(∗)
raswepl�ets� nadR. Odnako, poskol~kuAR �vl�ets� obobwenno$iR-algebro$i
Adzumai, a R-modul~ VR/N — koneqno predstavim, posledovatel~nost~
(∗) imeet rasweplenie i nad AR [20, prop. 3.1]; itak, mno�estvo IΓA(V )(R)
sostoit iz pr�myh slagaemyh AR-modul� VR.

Dl� l�bo$i R ∈ F -alg spravedlivo: BR = B ⊗F R est~ obobwenna� R-
algebra Adzumai, izomorfna� algebre EndAR VR, a VR imeet strukturu
levogo BR-modul�. Tak kak modul~ VR koneqno-poro�den i proektiven (na
samom dele, da�e svoboden) nad R, on koneqno-poro�den i proektiven kak
modul~ nad AR i kak modul~ nad BR [20, cor. 3.2], a sledovatel~no, �vl�ets�
proobrazu�wim v kategorii AR-modules [6, prop. and def. 4.3]. Znaqit, po
teorii Mority [6, thm. 4.29], funktor

AR-mod → BR-mod
N 7→ HomAR

(VR, N)

realizuet �kvivalentnost~ kategorii (pravyh) AR-module$i i kategorii
(pravyh) BR-module$i (v �to$i formule abeleva gruppa HomAR(VR, N) rass-
matrivaets� kakBR-modul~ estestvennym obrazom. Obratna� �kvivalentnost~
opredel�ets� tak:

BR-mod → AR-mod
M 7→ HomBR

(V ∗
R,M) ,

gde V ∗
R = HomAR

(VR, AR) ∈ B-mod. Ka�da� iz �tih dvuh (vzaimno-obratnyh)
�kvivalentnoste$i additivna (i sohran�et vkl�qeni�), a modul~ VR ∈ AR-mod
sootvetstvuet modul�BR ∈ BR-mod. Takim obrazom, su�a� rassmatrivaemye
AR-moduli do pr�myh slagaemyh v VR, a rassmatrivaemye BR-moduli —
do pr�myh slagaemyh (idealov) v BR, my poluqaem biekci�

IΓA(V )(R) ≃ IΓB(R) .

�ta biekci� zadaet izomorfizm F -funktorov, tak kak

HomAR
(VR, N)⊗R S ≃ HomAS

(VS , N ⊗R S)
dl� l�bo$i R→ S ∈ HomF -alg(R,S).

Sledstvie 10.8. Mnogoobrazie IΓA(V ) �vl�ets� gladkim.

Dokazatel~stvo. Pust~B = EndA V i pust~ F̄ — algebraiqeskoe zamykanie
pol� F . Tak kak B — separabel~na� F -algebra, F̄ -algebra BF̄ izomorfna
proizvedeni�

EndF̄ W1 × · · · × EndF̄ Wn

s nekotorymi vektornymi F̄ -prostranstvami W1, . . . ,Wn. Imeem:

IΓA(V ) ≃ IΓB po (10.7) ;

IΓBF̄ ≃ IΓEndW1 × · · · × IΓEndWn po (10.5) .

Takim obrazom, mnogoobrazie IΓA(V )F̄ izomorfno gladkomu mnogoobrazi�
IΓ(W1)× · · · × IΓ(Wn).
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Teorema 10.9. Pust~ A — separabel~na� F -algebra i pust~

0→W ′ → V →W → 0

— toqna� posledovatel~nost~ koneqno-poro�dennyh A-module$i. Mnogoo-
brazie IΓA(V ) �vl�ets� otnositel~nym kletoqnym prostranstvom nad IΓA(W )×
IΓA(W ′).

Dokazatel~stvo. Utver�daets�, qto (u�e postroenna� ranee) kletoqna�
struktura (9.11) na IΓ(V ) induciruet v smysle (7.6) iskomu� kletoqnu�
strukturu na IΓA(V ) ⊂ IΓ(V ). Qtoby udostoverit~s� v �tom, sleduet proverit~,
qto su�enie morfizma vektornogo rassloeni�

Gr IΓ(V )→ IΓ(W )× IΓ(W ′)

na
Gr IΓA(V ) = IΓA(V ) ∩Gr IΓ(V )

�vl�ets� vektornym rassloeniem nad IΓA(W )× IΓA(W ′).
Qtoby opredelit~ trebu� strukturu vektornogo rassloeni� na �tom

morfizme, zafiksiruem kakoe-libo A-rasweplenie �pimorfizma V →→W ,
t.e. oto�destvim W s nekotorym A-podmodulem v V , dopolnitel~nym k
W ′. Voz~mem l�bye M ∈ IΓA(W )(R) i M ′ ∈ IΓA(W ′)(R). Takie moduli
N ∈ Gr IΓA(V )(R), dl� kotoryh

pR(N) =M i N ∩W ′
R =M ′ ,

sosto�t vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s �lementami koneqno-poro�dennogo
proektivnogo R-modul� HomAR

(M,W ′
R/M

′) (sr. s dokazatel~stvom (9.10)).
Dl� l�bogo gomomorfizma kommutativnyh F -algebr R→ S, estestvenny$i
gomomorfizm S-module$i

HomAR
(M,W ′

R/M
′)⊗R S → HomAS

(M ⊗R S,W ′
S/M

′ ⊗R S)

�vl�ets� izomorfizmom. Dokazatel~stvo zaverxeno.

Sledstvie 10.10. V kategorii sootvetstvi$i CV imeets� izomorfizm

IΓA(V ) ≃ IΓA(W )× IΓA(W ′) .

V qastnosti,
H
(
IΓA(V )

)
≃ H

(
IΓA(W )× IΓA(W ′)

)
dl� l�bo$i geometriqesko$i teorii kogomologi$i H.

Sledstvie 10.11. Oboznaqa� qerez Mn(A) algebru matric razmerom n×n,
sostavlennyh iz �lementov A, imeem v kategorii CV izomorfizm IΓMn(A) ≃
IΓA

×n

.

Dokazatel~stvo. Tak kakMn(A) = EndA(A
n), imeets� izomorfizm IΓMn(A) ≃

IΓA(An). Ispol~zu� toqnu� posledovatel~nost~

0→ An−1 → An → A→ 0

i indukci� po n, poluqaem v kategorii CV izomorfizm IΓA(An) ≃ (IΓA)×n.
Dl� zaverxeni� dokazatel~stva primen�em (10.5).
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Opredelenie 10.12. Proizvol~na� separabel~na� algebra A izomorfna
proizvedeni�

Mn1(D1)× · · · ×Mnm(Dm)

s nekotorymi separabel~nymi algebrami s deleniem D1, . . . , Dm. Nazovem
separabel~nu� algebru

D×n1
1 × · · · ×D×nm

m

anizotropnym �drom algebry A i oboznaqim ee qerez Aan (opredelenie
algebry Aan nekanoniqno; odnako klass izomorfnosti algebry Aan odnoz-
naqno opredelen).

Teorema 10.13. Dl� l�bo$i separabel~no$i algebry A v kategorii CV imeets�
izomorfizm IΓA ≃ IΓAan .

Primer 10.14. My se$iqas rassmotrim nekotoru� special~nu� situaci�,
kotora� vozniknet v §15. Predpolo�im, qto zadano nekotoroe razlo�enie
modul� V = V1 ⊕ V2 ⊕ V3 v pr�mu� summu A-module$i. Ispol~zu� toqnye
posledovatel~nosti

0→ V2 ⊕ V3 → V → V1 → 0 i 0→ V2 → V2 ⊕ V3 → V3 → 0

i kompozici� otnositel~nyh struktur (7.4), prevratim IΓA(V ) v otnositel~noe
(kletoqnoe) prostranstvo nad IΓA(V1)×IΓA(V2)×IΓA(V3): mno�estvoGr IΓA(V )(R)
dl� l�bo$i R ∈ F -alg sostoit iz N ∈ IΓA(V )(R) takih qto proekci� N na
(V1)R le�it v IΓA(V1)(R), a proekci� N∩(V2⊕V3)R na (V3)R le�it v IΓA(V3)R
(v �tom sluqae avtomatiqeski N ∩ (V2)R ∈ IΓA(V2)(R)).

Fiksiruem nekotoru� tro$iku module$i

(N1, N2, N3) ∈
(
IΓA(V1)× IΓA(V2)× IΓA(V3)

)
(R)

i fiksiruem kakie-nibud~ AR-moduli N ′
j takie qto (Vj)R = Nj ⊕ N ′

j dl�
j = 2, 3. Mno�estvo module$i N ∈ Gr IΓA(V )(R), le�awih nad �to$i fik-
sirovanno$i tro$iko$i nahodits� vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s
�lementami mno�estva

HomAR
(N1, N

′
2)⊕HomAR

(N1, N
′
3)⊕HomAR

(N3, N
′
2) .

Dl� �lementa vypisanno$i summy f12⊕f13⊕f32 sootvetstvu�wi$i AR-modul~
N ⊂ V est~

N =
{
n1 + n2 + f12(n1) + f32(n3) + n3 + f13(n1)| n1 ∈ N1, n2 ∈ N2, n3 ∈ N3

}
.

Komponenty
My proizvedem vyqislenie komponent mnogoobrazi� IΓA(V ) lix~ v sluqae
central~no$i prosto$i algebry A. Itak, pust~ A — nekotora� koneqnomer-
na� central~na� prosta� F -algebra, a V — nekotory$i koneqno-poro�denny$i
A-modul~.

My oboznaqaem qerez degA (stepen~ A) — kvadratny$i koren~ iz dimF A,
a qerez rkA V (rang V nad A) — celoe qislo dimF V/ degA.

Razlo�enie grassmaniana v pr�mu� summu svoih komponent (9.15) induciruet
razlo�enie

IΓA(V ) =
⨿
n
IΓA(V ) ∩ IΓn(V ) .
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Lemma 10.15. Esli n ne delits� na degA, to pereseqenie IΓA(V ) ∩ IΓn(V )
pusto.

Dokazatel~stvo. Voz~mem proizvol~nye R ∈ F -alg i N ∈ IΓn(V )(R). Pust~
R → L — gomomorfizm F -algebr, priqem L — pole. Esli R-modul~ N
�vl�ets� AR-modulem, to N ⊗R L — modul~ nad central~no$i prosto$i al-
gebro$i AL; po�tomu qislo n = dimLN delits� na degAL = degA.

V sv�zi s tol~ko qto dokazannym faktom estestvenno dat~ takoe

Opredelenie 10.16. My polagaem

IΓAn (V ) = IΓA(V ) ∩ IΓn·degA(V ) ⊂ IΓ(V ) .

Analogiqnym obrazom opredelennye F -funktory IΓAn nazyva�ts� obob-
wennymi mnogoobrazi�mi Severi-Brau�ra algebry A [2]; IΓA1 nazyvaets�
mnogoobraziem Severi-Brau�ra A [1].

Lemma 10.17 (�kvivalentnost~ Mority). Polo�im B = EndA V . Togda
IΓAn (V ) ≃ IΓBn dl� l�bogo n ∈ Z.

Dokazatel~stvo. Izomorfizmy me�du IΓAn (V ) i IΓBn poluqa�ts� posredstvom
su�eni� teh vzaimno-obratnyh izomorfizmov me�du IΓA(V ) i IΓB , qto byli
postroeny v dokazatel~stve (10.7). Qtoby ubedit~s� v �tom, dostatoqno
proverit~, qto obraz IΓAn (V ) soder�its� v IΓBn .

Uslovie N ∈ IΓAn (V )(R) oznaqaet, qto N kak R-modul~ imeet posto�nny$i
rang n · degA. Takim obrazom, dl� l�bo$i kommutativno$i R-algebry L,
�vl��we$is� polem, AL-modul~ N ⊗R L imeet rang n. Sledovatel~no,

dimLHomAL
(VL, N ⊗R L) = rkAL

VL · dimL(N ⊗R L) = rkA V · n = degB · n ,
otkuda HomAR

(VR, N) ∈ IΓBn (R).

Sledstvie 10.18. Mnogoobrazi� IΓAn (V ) geometriqeski neprivodimy, a IΓA(V )
�vl�ets� iz pr�mo$i summo$i.

Dokazatel~stvo. Poka�em, qto mnogoobrazie IΓAn (V )F̄ neprivodimo, gde
F̄ — algebraiqeskoe zamykanie pol� F . Polo�im B = EndA V . Tak
kak algebra BF̄ rasweplena, BF̄ ≃ EndF̄ W dl� nekotorogo vektornogo
prostranstva W nad F̄ . Imeem:

IΓAn (V )F̄ ≃ (IΓBn )F̄ ≃ IΓBF̄
n ≃ IΓn(W ) .

Ostalos~ primenit~ (9.15).

Sledstvie 10.19. V uslovi�h (10.9), predpolo�im, qto F -algebra A �vl�ets�
central~no$i i prosto$i. Pust~ H∗ — proizvol~na� graduirovanna� ge-
ometriqeska� teori� kogomologi$i. V takom sluqae, dl� l�bogo n ∈ Z
imeets� izomorfizm

H∗ (IΓAn (V )
)
≃

n⨿
i=0

H∗ (IΓAi (W )× IΓAn−i(W
′)
)
[−i(rkAW ′ − n+ i)] .

Dokazatel~stvo. Sleduet iz (6.11) i togo, qto

rkRHomAR
(M,W ′

R/M
′) = rkAR

M · rkAR
(W ′

R/M
′) = i · (rkAW ′ − n+ i) ,

esli M ∈ IΓAi (W )(R), a M ′ ∈ IΓAn−i(W
′)(R) (sr. s (9.17).
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Primer 10.20 (Razlo�enie kogomologi$i mnogoobrazi$i Severi-Brau�ra).

H∗(IΓ
Mn(A)
1 ) ≃

n⨿
i=0

H∗(IΓA1 )[−i · degA] .

�to razlo�enie bylo vpervye poluqeno v [10].

11.

Mnogoobrazi� flagov podprostranstv

My vozvrawaems� k situacii, imevxe$i mesto v §9: V — teper~ snova
prosto koneqnomernoe vektornoe prostranstvo nad polem F .

Opredelenie 11.1. Dl� l�bogo m ∈ N opredelim podfunktor ΦΦm(V ) ⊂
IΓ(V )×m, nazyvaemy$i mnogoobraziemm-flagov (podprostranstv), sledu�wim
obrazom:

ΦΦm(V )(R) =
{
(N1, . . . , Nm) ∈ IΓ(V )(R)×m| N1 ⊂ · · · ⊂ Nm

}
.

Otmetim, qto ΦΦ1(V ) = IΓ(V ).

Lemma 11.2. Podfunktor m-flagov ΦΦm(V ) ⊂ IΓ(V )×m �vl�ets� zamknutym
(i, tem samym, predstavl�ets� polnym F -mnogoobraziem).

Dokazatel~stvo. Esli m > 2, to

ΦΦm(V ) =
m−2∩
i=0

IΓ(V )×i × ΦΦ2(V )× IΓ(V )×(m−2−i) ⊂ IΓ(V )×m .

Takim obrazom, dostatoqno proverit~ lix~ to, qto ΦΦ2(V ) zamknut v IΓ(V )×2.
Voz~mem N1, N2 ∈ IΓ(V )(R) dl� nekotoro$i R ∈ F -alg i oboznaqim qerez

s nekotoroe rasweplenie �pimorfizma p : VR →→ VR/N2. Polo�im M =
(s ◦ p)(N1) ⊂ VR. Imeem:

(N1, N2) ∈ ΦΦ2(V )(R) ⇔ N1 ⊂ N2 ⇔ M = 0 .

Takim obrazom,

(N1 ⊗R S,N2 ⊗R S) ∈ ΦΦ2(V )(S) ⇔ φV (M) = 0

dl� l�bogo gomomorfizma kommutativnyh F -algebr φ : R → S, gde φV :
VR → VS — otobra�enie, inducirovannoe φ. Teper~ dokazatel~stvo za-
verxaets� standartnym obrazom (sm. dokazatel~stvo (9.7) ili (10.2)).

Predlo�enie 11.3. Dl� l�bogo m ∈ N, mnogoobrazie ΦΦm(V ) �vl�ets�
gladkim.

Dokazatel~stvo. Pust~ U1 ⊂ · · · ⊂ Um i U ′
1 ⊃ · · · ⊃ U ′

m — dve cepoqki
podprostranstv v V takih qto U ′

i ⊕ Ui = V dl� ka�dogo i. Rassmotrim
�pimorfizmy pi : V →→ V/U ′

i ≃ Ui i otkrytye podfunktory Ui ⊂ IΓ(V ),
postroennye po nim kak v dokazatel~stve (9.2). �sno, qto F -funktor ΦΦm(V )
pokryvaets� otkrytymi podfunktorami vida

U = ΦΦm(V ) ∩
m∏
i=1

Ui .

Poka�em, qto U — affinnoe prostranstvo.
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Dl� l�bo$i R ∈ F -alg mno�estvo
∏
Ui(R) oto�destvl�ets� s proizvede-

niem
m∏
i=1

HomR

(
(Ui)R, (U

′
i)R
)
.

�lement (fi)
m
i=1 �togo proizvedeni� sootvetstvuet �lementu iz ΦΦm(V )(R),

esli i tol~ko esli taka� diagramma kommutativna:

(U ′
1)R ←↩ (U ′

2)R ←↩ . . . ←↩ (U ′
m)R

↓ f1 ↓ f2 ↓ fm
(U1)R ←← (U2)R ←← . . . ←← (Um)R

Na �tom puti my poluqaem strukturu R-modul� na mno�estve U(R). Bolee
togo, U(R) ≃ U(F )⊗FR. Tem samym, U izomorfno affinnomu prostranstvu,
postroennomu po vektornomu prostranstvu U(F ).

Predlo�enie 11.4. Pust~ 0→W ′ → V →W → 0 — toqna� posledovatel~nost~
vektornyh prostranstv nad F . Togda mnogoobrazie ΦΦm(V ) �vl�ets� kletoqnym
prostranstvom nad ΦΦm(W )× ΦΦm(W ′).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvedenie grassmanianov IΓ(V )×m kak kletoqnoe
prostranstvo nad IΓ(W )×m×IΓ(W ′)×m, s pomow~� proizvedeni� (7.2) kletoqnyh
struktur (9.11). Utver�daets�, qto ΦΦm(V ) ⊂ IΓ(V )×m — kletoqnoe pod-
prostranstvo v smysle (7.6). Qtoby pon�t~, qto morfizm

GrΦΦm(V )→ ΦΦm(W )× ΦΦm(W ′)

�vl�ets� vektornym rassloeniem, oto�destvimW s nekotorym dopolnitel~nym
k W ′ podprostranstvom v V i fiksiruem nekotoru� R-toqku

(M1, . . . ,Mm;M ′
1, . . . ,M

′
m) ∈

(
ΦΦm(W )× ΦΦm(W ′)

)
(R) .

Mno�estvo R-toqek funktora GrΦΦm(V ), le�awih nad fiksirovanno$i nami
toqko$i, nahodits� vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s �lementami (fi)

m
i=1

proizvedeni�
m∏
j=1

HomR(Mj ,W
′
R/M

′
j)

takimi qto sledu�wa� diagramma kommutativna:

M1 ↪→ M2 ↪→ . . . ↪→ Mm

↓ f1 ↓ f2 ↓ fm
W ′
R/M

′
1 →→ W ′

R/M
′
2 →→ . . . →→ W ′

R/M
′
m

Dl� l�bogo j na$idem tako$i R-modul~ M ′′
j , qto Mj−1 ⊕ M ′′

j = Mj . Naxe
mno�estvo �vl�ets� R-modulem, izomorfnym proizvedeni�

m∏
j=1

HomR(M
′′
j ,W

′
R/M

′
j) .

Sledstvie 11.5. Dl� l�bogo m ∈ N v kategorii sootvetstvi$i CV imeets�
izomorfizm

ΦΦm(V ) ≃ ΦΦm(W )× ΦΦm(W ′) .

V qastnosti,
H
(
ΦΦm(V )

)
≃ H

(
ΦΦm(W )× ΦΦm(W ′)

)
dl� l�bo$i geometriqesko$i teorii kogomologi$i H.
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Komponenty

Opredelenie 11.6. Dl� l�bo$i posledovatel~nosti celyh qisel n1, . . . , nm
pereseqenie

ΦΦm(V ) ∩
m∏
i=1

IΓni
(V ) ⊂ IΓ(V )×m

nazyvaets� mnogoobraziem (n1, . . . , nm)-flagov i oboznaqaets� ΦΦ(n1,...,nm)(V ).
Koneqno, �to mnogoobrazie nepusto lix~ esli 0 ≤ n1 ≤ · · · ≤ nm ≤ dimV ;
krome togo, esli ni = ni+1 dl� nekotorogo i, to

ΦΦ(n1,...,nm)(V ) = ΦΦ(n1,...,ni,ni+2,...,nm)(V ) .

Predlo�enie 11.7. Mnogoobrazi� ΦΦ(n1,...,nm)(V ) geometriqeski neprivodimy,
a ΦΦm(V ) �vl�ets� ih pr�mo$i summo$i.

Dokazatel~stvo. Tak kak IΓ(V ) — pr�ma� summa proizvedeni$i
∏

IΓni(V ),
poslednee utver�denie predlo�eni� v dokazatel~stve ne nu�daets�.

Tak kak algebraiqeska� gruppa GL(V ) de$istvuet tranzitivno na ka�-
dom iz ΦΦ(n1,...,nm)(V ) (sr. s dokazatel~stvom (9.15)), �ti mnogoobrazi� ge-
ometriqeski neprivodimy.

Sledstvie 11.8. V uslovi�h (11.4), pust~ H∗ — proizvol~na� graduirovan-
na� geometriqeska� teori� kogomologi$i. Dl� l�bo$i posledovatel~nosti
celyh qisel n1, . . . , nm imeets� izomorfizm

H∗ (ΦΦ(n1,...,nm)(V )
)
≃

≃
⨿

i1,...,im

H∗ (ΦΦ(i1,...,im)(W )× ΦΦ(n1−i1,...,nm−im)(W
′)
)

[−i1(d− n1 + i1)− (i2 − i1)(d− n2 + i2)− · · · − (im − im−1)(d− nm + im)] ,

gde d = dimW ′.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz (6.11) i togo, qto (v oboznaqeni�h (11.4))

rk
m∏
j=1

HomR(M
′′
j ,W

′
R/M

′
j) =

= i1(d− n1 + i1) + (i2 − i1)(d− n2 + i2) + · · ·+ (im − im−1)(d− nm + im),

esli (Mj)
m
j=1 ∈ ΦΦ(i1,...,im)(W )(R), a (M ′

j)
m
j=1 ∈ ΦΦ(n1−i1,...,nm−im)(W

′)(R).

12.

Mnogoobrazi� flagov idealov

Pust~ teper~ A snova proizvol~na� koneqnomerna� F -algebra; V —
koneqno-poro�denny$i A-modul~.

Opredelenie 12.1. Dl� l�bogo m ∈ N polo�im

ΦΦAm(V ) = ΦΦm(V ) ∩ IΓA(V )×m ⊂ IΓ(V )×m .

V sluqae V = A uslovims� primen�t~ sokrawennoe oboznaqenie ΦΦAm. F -
funktor ΦΦAm (tak �e kak i ego geometriqeska� realizaci�) nazyva�ts�
mnogoobrazi�mi m-flagov (pravyh) idealov (algebry A).

Lemma 12.2. Pust~ A1 i A2 — dve proizvol~nye koneqnomernye F -algebry.
Togda ΦΦA1×A2

m ≃ ΦΦA1
m × ΦΦA2

m dl� l�bogo m ∈ N.
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Dokazatel~stvo. Oqevidno.

V dal~ne$ixem my predpolagaem, qto algebra A separabel~na.

Lemma 12.3 (�kvivalentnost~ Mority). Polo�im B = EndA V . Togda
ΦΦAm(V ) ≃ ΦΦBm dl� l�bogo m ∈ N.

Dokazatel~stvo. V dokazatel~stve (10.7) opisany vzaimno-obratnye izomor-
fizmy F -funktorov IΓA(V ) i IΓB . Ih su�eni� i da�t vzaimno-obratnye
izomorfizmy F -funktorov ΦΦAm(V ) ⊂ IΓA(V )×m i ΦΦBm ⊂ (IΓB)×m.

Sledstvie 12.4. Dl� l�bogo m ∈ N mnogoobrazie ΦΦAm(V ) �vl�ets� glad-
kim.

Dokazatel~stvo. Polo�im B = EndA V i pust~ F̄ — algebraiqeskoe za-
mykanie pol� F . Tak kak B — separabel~na� F -algebra, F̄ -algebra BF̄
izomorfna proizvedeni�

EndF̄ W1 × · · · × EndF̄ Wn

s nekotorymi vektornymi F̄ -prostranstvami W1, . . . ,Wn. Imeem:

ΦΦAm(V ) ≃ ΦΦBm po (12.3) ;

ΦΦBF̄
m ≃ ΦΦEndW1

m × · · · × ΦΦEndWn
m po (12.2) .

Takim obrazom, mnogoobrazie ΦΦAm(V )F̄ izomorfno gladkomu mnogoobrazi�
ΦΦm(W1)× · · · × ΦΦm(Wn).

Teorema 12.5. Pust~ A — separabel~na� F -algebra i pust~

0→W ′ → V →W → 0

— toqna� posledovatel~nost~ koneqno-poro�dennyh A-module$i. Togda
dl� l�bogom ∈ N, mnogoobrazie ΦΦAm(V ) �vl�ets� otnositel~nym kletoqnym
prostranstvom nad ΦΦAm(W )× ΦΦAm(W ′).

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo �togo utver�denie standartno — sr. s
(10.9) ili (11.4).

Sledstvie 12.6. V kategorii sootvetstvi$i CV imeets� izomorfizm

ΦΦAm(V ) ≃ ΦΦAm(W )× ΦΦAm(W ′) .

V qastnosti,
H
(
ΦΦAm(V )

)
≃ H

(
ΦΦAm(W )× ΦΦAm(W ′)

)
dl� l�bo$i geometriqesko$i teorii kogomologi$i H.

Teorema 12.7. Dl� l�bo$i separabel~no$i algebry A, v kategorii CV imeets�
izomorfizm ΦΦAm ≃ ΦΦAan

m (dl� l�bogo m ∈ N), gde Aan — anizotropnoe �dro
(10.12) algebry A.

Komponenty
My proizvedem vyqislenie komponent mnogoobrazi� ΦΦAm(V ) lix~ dl� sluqa�
central~no$i prosto$i algebryA. Itak, pust~A— koneqnomerna� central~na�
prosta� F -algebra, a V — koneqno-poro�denny$i A-modul~.
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Opredelenie 12.8. Dl� l�bo$i posledovatel~nosti celyh qisel (n1, . . . , nm)
polo�im

ΦΦA(n1,...,nm)(V ) = ΦΦm(V ) ∩
m∏
i=1

IΓAni
(V ) = ΦΦAm(V ) ∩ ΦΦ(n1 degA,...,nm degA)(V ) .

V sluqae kogda V = A ispol~zuets� sokrawennoe oboznaqenie ΦΦAm.

Lemma 12.9 (�kvivalentnost~ Mority). Polo�im B = EndA V . Togda

ΦΦA(n1,...,nm)(V ) ≃ ΦΦB(n1,...,nm)

dl� l�bo$i posledovatel~nosti celyh qisel (n1, . . . , nm).

Sledstvie 12.10. Mnogoobrazi� ΦΦA(n1,...,nm)(V ) geometriqeski neprivodimy,
a ΦΦAm(V ) — ih pr�ma� summa.

Dokazatel~stvo. Poslednee iz �tih dvuh utver�deni$i �vl�ets� oqevid-
nym. Poka�em, qto mnogoobrazie ΦΦA(n1,...,nm)(V )F̄ neprivodimo, gde F̄ —

algebraiqeskoe zamykanie pol� F . Polo�im B = EndA V . Tak kak alge-
bra BF̄ rasweplena, suwestvuet takoe vektornoe prostranstvo W nad F̄ ,
qto BF̄ ≃ EndF̄ W . Imeem:

ΦΦA(n1,...,nm)(V )F̄ ≃
(
ΦΦB(n1,...,nm)

)
F̄
≃ ΦΦ

BF̄

(n1,...,nm) ≃ ΦΦ(n1,...,nm)(W ) .

V zaverxenie ispol~zuem (11.7).

Sledstvie 12.11. V uslovi�h (12.5), predpolo�im, qto F -algebra A central~na
i prosta. Pust~ H∗ — proizvol~na� graduirovanna� geometriqeska� teori�
kogomologi$i. Dl� l�bo$i posledovatel~nosti celyh qisel (n1, . . . , nm)
imeets� izomorfizm

H∗ (ΦΦA(n1,...,nm)(V )
)
≃

≃
⨿

i1,...,im

H∗ (ΦΦA(i1,...,im)(W )× ΦΦA(n1−i1,...,nm−im)(W
′)
)

[−i1(d− n1 + i1)− (i2 − i1)(d− n2 + i2)− · · · − (im − im−1)(d− nm + im)] ,

gde d = rkAW
′.

13.

Mnogoobrazi� izotropnyh podprostranstv

Vernems� k rassmotreni� situacii, gde V — vsego lix~ koneqnomernoe
F -prostranstvo.

Opredelenie 13.1. Pust~ h : V × V → W — fiksirovannoe F -biline$inoe
otobra�enie v nekotoroe koneqnomernoe vektornoe F -prostranstvoW . Opre-
delim podfunktor IΓ(V, h) ⊂ IΓ(V ) (bolee toqno — total~no) izotropnyh
podprostranstv sledu�wim obrazom:

IΓ(V, h)(R) =
{
N ∈ IΓ(V )(R)| h(N,N) = 0

}
.

Lemma 13.2. Podfunktor IΓ(V, h) ⊂ IΓ(V ) �vl�ets� zamknutym (i, sledovatel~no,
predstavim nekotorym polnym F -mnogoobraziem).
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Dokazatel~stvo. Pust~ N ∈ IΓ(V )(R), R ∈ F -alg. Polo�im M = h(N,N) ⊂
WR. Imeem:

N ∈ IΓ(V, h)(R) ⇔ M = 0 .

Sledovatel~no, esli φ : R → S — kako$i-libo gomomorfizm F -algebr, a
φW : WR → WS — inducirovanny$i im gomomorfizm R-module$i, to my
imeem:

N ⊗R S ∈ IΓ(V, h)(S) ⇔ φW (M) = 0 .

Dokazatel~stvo zaverxaets� teper~ standartnym obrazom (sr. s (9.7) ili
s (10.2)).

Naqina� s �togo mesta, my budem predpolagat~, qto harakteristika
pol� F otliqna ot 2.

Predpolo�im, qto biline$ina� forma h na prostranstve V �vl�ets�:
• nevyro�denno$i i
• simmetriqesko$i ili kososimmetriqesko$i.

Predlo�enie 13.3. Pri sdelannyh predpolo�eni�h mnogoobrazie IΓ(V, h)
�vl�ets� gladkim.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto IΓ(V, h)F̄ regul�rno, gde F̄ —
algebraiqeskoe zamykanie pol� F . Tak kak IΓ(V, h)F̄ ≃ IΓ(VF̄ , hF̄ ), mo�no
prosto predpolo�it~, qto samo pole F algebraiqeski zamknuto. V uslovi�h
�togo predpolo�eni� my se$iqas postroim pokrytie interesu�wego nas
mnogoobrazi� otkrytymi podmnogoobrazi�mi, izomorfnymi affinnym prostranstvam.

Dl� l�bogo vektornogo F -prostranstva U giperboliqeska� ploskost~
na U , oboznaqaema�H(U), opredel�ets� kak pr�ma� summa U⊕U∗ prostranstva
U i ego dvo$istvennogo prostranstva U∗ = HomF (U,F ), na kotoro$i vvodits�
simmetriqeska� ili kososimmetriqeska� (v zavisimosti ot konteksta) bi-
line$ina� forma, zadanna� usloviem: (U,U) = 0 = (U∗, U∗) i (u∗, u) = u∗(u)
dl� l�byh u∗ ∈ U∗, u ∈ U .

Dl� ka�dogo ortogonal~nogo razlo�eni� prostranstva V , ime�wego
vid

V ≃ H(U)⊥W ,

rassmotrim proekci� p : V →→ U i sootvetstvu�wi$i e$i otkryty$i pod-
funktor U ⊂ IΓ(V ) (sm. dokazatel~stvo (9.2)).

Lemma 13.4. Podfunktory U ∩ IΓ(V, h) pokryva�t IΓ(V, h).

Dokazatel~stvo. Tak kak pole F algebraiqeski zamknuto, dostatoqno lix~
proverit~, qto pokrytie proishodit na urovne F -toqek. Dl� l�bogo
U ∈ IΓ(V, h)(F ) imeets� nekotoroe razlo�enie V ≃ H(U)⊥W . Esli U —
sootvetstvu�wi$i emu otkryty$i podfunktor, to U ∈ U(F ).

Lemma 13.5. Mnogoobrazie U∩IΓ(V, h) izomorfno affinnomu prostranstvu
(predpolo�enie o tom, qto pole F algebraiqeski zamknuto, zdes~ izlixne).

Dokazatel~stvo. My u�e znaem, qto samo mnogoobrazie U �vl�ets� affinnym
prostranstvom (sm. dokazatel~stvo (9.2)). A imenno, dl� l�bo$i R ∈ F -alg
my oto�destvl�em mno�estvo U(R) s

HomR(UR, U
∗
R ⊕WR) = Bil(UR)⊕HomR(UR,WR) ,
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gde Bil(UR) oboznaqaet R-modul~ R-biline$inyh form na UR. Para(
b ∈ Bil(UR), f ∈ HomR(UR,WR)

)
sootvetstvuet �lementu iz IΓ(V, h)(R), esli i tol~ko esli podmodul~{

u+ b(u, ·) + f(u)| u ∈ U
}
⊂ U ⊕ U∗ ⊕W = V

�vl�ets� total~no izotropnym, t.e. dl� l�byh u1, u2 ∈ U skal�rnoe proizve-
denie

h
(
u1 + b(u1, ·) + f(u1), u2 + b(u2, ·) + f(u2)

)
=

= b(u1, u2) + λb(u2, u1) + h
(
f(u1), f(u2)

)
(∗)

ravno nul�, gde λ = 1 (sootv., λ = −1) v simmetriqeskom (sootv., kososim-
metriqeskom) sluqae.

Otmetim, qto poskol~ku charF ̸= 2, R-modul~ Bil(UR) razlagaets� v pr�-
mu� summu Bil1(UR) ⊕ Bil−1(UR) podmodul� simmetriqeskih form i pod-
modul� kososimmetriqeskih form: dl� l�bo$i formy b ∈ Bil(UR) ee sim-
metriqeska� i kososimmetriqeska� komponenty — �to

(x, y) 7→ b(x, y) + b(y, x)

2
i (x, y) 7→ b(x, y)− b(y, x)

2
.

Blagodar� uslovi� (∗) = 0, λ-simmetriqeska� komponenta formy b odnoz-
naqno opredel�ets� gomomorfizmom f . Pri �tom na vybor (−λ)-simmetriqesko$i
komponenty net voobwe nikakih ograniqeni$i. Takim obrazom, dl� l�bo$i
algebry R, my poluqaem biekci�(

U ∩ IΓ(V, h)
)
(R) ≃ Bil−λ(UR)⊕Hom(UR,WR) ,

kotora� i daet �elaemy$i izomorfizm s affinnym prostranstvom (za-
metim, qto U∩IΓ(V, h) ne �vl�ets� (voobwe govor�) line$inym podprostranstvom
affinnogo prostranstva U).

Na �to$i lemme zaverxaets� dokazatel~stvo predlo�eni�.

V �tom § my ne zanimaems� postroeniem kletoqno$i struktury, poskol~ku
ona budet poluqena srazu v bolee obwe$i situacii v §15.

Komponenty

Opredelenie 13.6. Dl� l�bogo n ∈ Z polo�im

IΓn(V, h) = IΓ(V, h) ∩ IΓn(V ) ⊂ IΓ(V )

(koneqno �e, IΓn(V, h) nepusto, lix~ esli 0 ≤ n ≤ dimV/2).

Predlo�enie 13.7. Vse mnogoobrazi� IΓn(V, h) geometriqeski neprivodimy
za iskl�qeniem mnogoobrazi� s n = dimV/2 v simmetriqeskom sluqae;
IΓ(V, h) — pr�ma� summa vseh �tih mnogoobrazi$i. V iskl�qitel~nom sluqae
mnogoobrazie IΓn(V, h) libo neprivodimo, libo sostoit iz dvuh izomorfnyh
(geometriqeski neprivodimyh) komponent.

Dokazatel~stvo. Polo�im G = SO(V, h) dl� simmetriqeskogo sluqae i
G = Sp(V, h) dl� kososimmetriqeskogo. Affinna� algebraiqeska� gruppa
G neprivodima. Esli ne rassmatrivat~ iskl�qitel~ny$i sluqa$i, ee de$istvie
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na IΓn(V, h) tranzitivno. Sledovatel~no, mnogoobrazie IΓn(V, h) absol�tno
neprivodimo.

V iskl�qitel~nom sluqae imeets� tranzitivnoe de$istvie algebraiq-
esko$i gruppy O(V, h) na IΓn(V, h). Tak kak SO(V, h) �vl�ets� komponento$i
gruppy O(V, h), priqem [O(V, h) : SO(V, h)] = 2, my poluqaem utver�denie
predlo�eni� ob iskl�qitel~nom sluqae.

14.

Invol�cii i �rmitovy formy

Pust~ A— nekotoroe kol~co. Invol�ci� na A— �to anti-avtomorfizm
A por�dka ≤ 2.

Izomorfizm kolec s invol�ci�mi— �to izomorfizm kolec, kommutiru�wi$i
s invol�ci�mi.

Dl� dvuh kolec s invol�ci�mi (A1, σ1) i (A2, σ2), ih proizvedenie (A1, σ1)×
(A2, σ2) opredeleno kak kol~co A1 ×A2 s invol�cie$i σ1 × σ2.

Pust~ σ — invol�ci� na A, i predpolo�im, qto kol~co A �vl�ets�
poluprostym [4, def. 24.5]. Tak kak σ de$istvuet na mno�estve prostyh kom-
ponent kol~caA, ka�da� komponenta libo invariantna libo perestavl�ets�
s nekotoro$i drugo$i. Takim obrazom, kol~co s invol�cie$i (A, σ) izomorfno
proizvedeni� (u�e nerazlo�imyh) somno�itele$i sledu�wih dvuh tipov:

• prostoe kol~co [4, def. 25.14] s invol�cie$i;
• B × Bop, gde B — prostoe kol~co, a Bop — ego dvo$istvennoe kol~co,
s tak nazyvaemo$i invol�cie$i perestanovki somno�itele$i τ :

τ(b, bop) = τ(bop, b) dl� b ∈ B, bop ∈ Bop.

Pust~ (A, σ) — kol~co s invol�cie$i i pust~ V ′, V — nekotorye A-
moduli. Polutoraline$inoe otobra�enie h na V ′ × V — �to biadditivnoe
otobra�enie h : V ′ × V → A takoe qto

h(v′a′, va) = σ(a′) · h(a′, a) · a dl� l�byh v′ ∈ V ′, v ∈ V , a′, a ∈ A.

Mno�estvo polutoraline$inyh otobra�eni$i na V ′×V oboznaqaets� qerez
Sesq(V ′, V ). Ono �vl�ets� modulem nad kol~com σ-invariantnyh �lementov
centra kol~ca A, izomorfnym s HomA(V

′, V ∗), gde V ∗ = HomA(V,A) rass-
matrivaets� kak pravy$i A-modul~ (pri pomowi invol�cii).

V sluqae V ′ = V , my poluqaem pon�tie polutoraline$ino$i formy na V .
Mno�estvo polutoraline$inyh form na V dogovorims� oboznaqat~ prosto
Sesq(V ).

Esli h — polutoraline$ina� forma na V , to forma σh, opredelenna�
formulo$i

(σh)(v′, v) = σ
(
h(v, v′)

)
,

— to�e polutoraline$ina na V . Polo�im λ = 1 ili λ = −1. Polutoraline$ina�
forma h na V nazyvaets� λ-�rmitovo$i, esli h = λ · (σh); v otnoxenii 1-
�rmitovyh form upotrebl�ets� tak�e termin �rmitovy, a v otnoxenii
(−1)-�rmitovyh— koso�rmitovy. Mno�estvo vseh λ-�rmitovyh form na V
oboznaqaets�Hermλ(V ); ono �vl�ets� modulem nad kol~com σ-invariantnyh
�lementov centra kol~ca A.
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Primer 14.1. Dl� V = A polo�im h(a′, a) = σ(a′) · a dl� l�byh a′, a ∈ A.
Togda h — �rmitova forma na V .

Primer 14.2 (Giperboliqeskoe prostranstvo). Pust~ (A, σ) — kol~co s
invol�cie$i, U — nekotory$i A-modul~, λ = ±1. My oboznaqaem qerez
Hλ(U) ili poprostu H(U) — λ-�rmitovo giperboliqeskoe prostranstvo
na U , t.e. pr�mu� summu module$i U ⊕ U∗ s λ-�rmitovo$i formo$i hh na ne$i,
opredelennu� uslovi�mi

hh(U,U) = 0 = hh(U∗, U∗) i hh(u∗, u) = u∗(u) dl� l�byh u∗ ∈ U∗, u ∈ U .

Esli U = U1 ⊕ U2, to H(U) = H(U1)⊥H(U2).

Predpolo�im, qto 2 ∈ A×. Proizvol~na� forma h ∈ Sesq(V ) rasklady-
vaets� v summu

h =
h+ σh

2
+
h− σh

2
.

Pervoe (sootv., vtoroe) slagaemoe �vl�ets� �rmitovo$i (sootv., koso�rmitovo$i)
formo$i na V i nazyvaets� �rmitovo$i (sootv., koso�rmitovo$i) komponento$i
formy h. Tak kak forma, odnovremenno �vl��wa�s� i �rmitovo$i, i koso�rmitovo$i,
ravna 0, my poluqaem razlo�enie v pr�mu� summu (module$i nad kol~com
σ-invariantnyh �lementov centra kol~ca A)

Sesq(V ) = Herm1(V )⊕Herm−1(V ) .

Proizvol~na� λ-�rmitova forma V nazyvaets� nevyro�denno$i, esli
inducirovanny$i gomomorfizm A-module$i ĥ : V → V ∗ �vl�ets� izomor-
fizmom. V �tom sluqae suwestvuet edinstvenna� invol�ci� σh kol~ca
EndA V , udovletvor��wa� uslovi�

h
(
v′, f(v)

)
= h

(
σh(f)(v

′), v
)

dl� l�byh v′, v ∈ V , f ∈ EndA V .

Ona nazyvaets� prisoedinenno$i (k h) invol�cie$i i stroits� napr�mu�
kak

σh(f) = ĥ−1 ◦ f∗ ◦ ĥ dl� l�byh f ∈ EndA V ,

gde f∗ — �to �ndomorfizm modul� V ∗, inducirovanny$i f .

Predlo�enie 14.3 ([18, chap. 7, cor. 9.2]). Pust~ A — telo s invol�cie$i,
V — koneqnomernoe vektornoe A-prostranstvo, a h — nevyro�denna� λ-
�rmitova forma na V . Suwestvuet ortogonal~noe razlo�enie

(V, h) = H(U)⊥(W,h)
s anizotropnym W ⊂ V (bolee togo, U i (W,h) opredeleny odnoznaqno s
toqnost~� do izomorfizma).

Sosredotoqim teper~ naxe vnimanie na sluqae, kogda kol~co A nade-
leno strukturo$i koneqnomerno$i algebry nad nekotorym polem F s charF ̸=
2. Pod invol�cie$i na A my budem podrazumevat~ F -line$inu�, ili, inaqe
govor�, trivial~nu� na F invol�ci� kol~ca A.

Lemma 14.4 ([18, chap.8, diskussi� za thm. 7.4]). Predpolo�im, qto F -algebra
A prosta, a V — koneqno-poro�denny$i A-modul~. Ka�da� invol�ci�
F -algebry EndA V �vl�ets� prisoedinenno$i po otnoxeni� k nekotoro$i
invol�cii na A i nekotoro$i nevyro�denno$i λ-�rmitovo$i forme na V .
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Opredelenie 14.5. Dl� proizvol~no$i poluprosto$i F -algebry s invol�cie$i
(A, σ) my opredelim novu� F -algebru s invol�cie$i (A, σ)an, kotoru� bu-
dem nazyvat~ anizotropnym �drom dl� (A, σ), po sledu�wim pravilam:
• esli (A, σ) razlo�ima, to (A, σ)an �vl�ets� proizvedeniem anizotropnyh
�der nerazlo�imyh komponent;
• esli

(A, σ) ≃
(
Mn(D)×Mn(D)op, perestanovka somno�itele$i

)
,

gde D — algebra s deleniem, my polo�im

(A, σ)an = (D ×Dop, perestanovka somno�itele$i)×n ;

• pust~D— F -algebra s deleniem, snab�enna� invol�cie$i, V — vektornoe
prostranstvo nad D, snab�ennoe λ-�rmitovo$i formo$i h i pust~

(V, h) = H(U)⊥(W,h)
— takoe razlo�enie kak v (14.3); esli A ≃ EndD V , a σ — prisoedi-
nenna� invol�ci�, to

(A, σ)an = (D ×Dop, perestanovka somno�itele$i)× dimD U × (EndDW,σ) .

Anizotropnoe �dro poluprosto$i F -algebry s invol�cie$i �vl�ets� poluprosto$i
F -algebro$i s invol�cie$i i opredeleno s toqnost~� do izomorfizma.

Zameqanie 14.6. Anizotropnoe �dro mo�et byt~ opredeleno i neskol~ko
bolee invariantnym obrazom. Dl� �togo sleduet dokazat~ (14.3) dl� bolee
obwe$i situacii — dl� poluprosto$i F -algebry A i primenit~ poluqennoe
utver�denie k V = A i h tako$i kak v (14.1), qto privedet k razlo�eni�

V = H(U1)⊥ . . .⊥H(Un)⊥W
s anizotropnym W i prostymi U1, . . . , Un. Anizotropnym �drom dl� (A, σ)
budet togda algebra

EndA U1 × (EndA U1)
op × · · · × EndA Un × (EndA Un)

op × EndAW

s su�eniem σ v roli invol�cii.

15.

Mnogoobrazi� izotropnyh idealov

Opredelenie 15.1. Dl� koneqnomerno$i F -algebry A s invol�cie$i σ i
koneqno-poro�dennogo A-modul� V s λ-�rmitovo$i formo$i h, opredelim

IΓA(V, h) = IΓA(V ) ∩ IΓ(V, h) ⊂ IΓ(V ) .

V sluqae, gde V = A, a h — kak v (14.1), my ispol~zuem dl� IΓA(V, h) oboz-
naqenie IΓA,σ i nazyvaem �to mnogoobraziem (pravyh) (total~no) izotropnyh
idealov algebry s invol�cie$i (A, σ).

Lemma 15.2. Dl� dvuh koneqnomernyh F -algebr s invol�ci�mi (A1, σ1) i
(A2, σ2) spravedlivo: IΓA1×A2,σ1×σ2 ≃ IΓA1,σ1 × IΓA2,σ2 .

Opredelenie 15.3. Dl� pravogo (sootv., levogo) ideala I ⊂ A proizvol~nogo
kol~ca A my oboznaqaem qerez Ann I ego levy$i (sootv., pravy$i) annul�tor.
�to levy$i (sootv., pravy$i) ideal kol~ca A.



KOGOMOLOGII MNOGOOBRAZI$i 49

Lemma 15.4. Pust~ A — obobwenna� algebra Adzumai (nad nekotorym
kommutativnym kol~com R), I ⊂ A — odnostoronni$i (pravy$i ili levy$i)
ideal, �vl��wi$is� pr�mym slagaemym v A. Togda:

• Ann I to�e �vl�ets� pr�mym slagaemym v A;
• AnnAnn I = I.

Dokazatel~stvo. Tak kak levy$i ideal vA �vl�ets� pravym vAop, dostatoqno
rassmotret~ lix~ sluqa$i pravogo ideala I.

Oto�destvim A s EndAA. Pravy$i ideal I oto�destvl�ets� pri �tom s
HomA(A, I). Po�tomu Ann I = HomA(A/I,A) i stanovits� �snym, qto Ann I
— pr�moe slagaemoe v A, esli I - pr�moe slagaemoe.

Predpolo�im, qto R — pole. Ispol~zu� poluqennoe oto�destvlenie,
my mo�em posqitat~ razmernosti i ubedit~s�, qto dimR I + dimRAnn I =
dimRA.

Dl� proizvol~nogo R my oqevidno imeem vkl�qenie I ⊂ AnnAnn I. Po
tol~ko qto vyvedenno$i formule dl� razmernoste$i, dl� l�bogo gomomor-
fizma kol~ca R v kakoe-nibud~ pole L vypolneno (AnnAnn I/I) ⊗ L = 0.
Znaqit, I = AnnAnn I (otmetim, qto AnnAnn I, buduqi pr�mym slagaemym
v A, koneqno-poro�den).

Lemma 15.5. Pust~ A— separabel~na� F -algebra. Polo�im B = A×Aop i
pust~ τ — invol�ci� perestanovki somno�itele$i na B. Togda IΓB,τ ≃ ΦΦA2 .

Dokazatel~stvo. Voz~mem l�bu� R ∈ F -alg. Proizvol~ny$i pravy$i ideal
v BR = AR × Aop

R raskladyvaets� v proizvedenie I × I ′, gde I — pravy$i, a
I ′ — levy$i ideal v AR. Ideal I × I ′ �vl�ets� total~no izotropnym, esli
i tol~ko esli I ′ · I = 0, t.e. I ⊂ Ann I ′. Tak kak Ann I ′ — pr�moe slagaemoe
v AR po predyduwe$i lemme, my poluqaem otobra�enie

I × I ′ ∈ IΓB,τ (R) 7→ (I,Ann I ′) ∈ ΦΦA2 (R) ,

zada�wee morfizm F -funktorov. Obratny$i morfizm zadaets� otobra�eniem

(I ⊂ J) ∈ ΦΦA2 (R) 7→ I ×AnnJ ∈ IΓB,τ (R)

i de$istvitel~no �vl�ets� obratnym v silu predyduwe$i lemmy.

Naqina� s �togo mesta (i do konca §), my zafiksiruem nekotoru� sepa-
rabel~nu� algebru A s invol�cie$i σ i nekotory$i koneqno-poro�denny$i
A-modul~ V s nevyro�denno$i λ-�rmitovo$i formo$i h (gde λ = 1 ili λ = −1).

Lemma 15.6 (�kvivalentnost~ Mority). Polo�im B = EndA V i pust~ τ
— prisoedinenna� invol�ci� na B. Togda IΓA(V, h) ≃ IΓB,τ .

Dokazatel~stvo. Po opredeleni� τ my imeem:

h
(
v, f(v′)

)
= h

(
τ(f)(v), v′

)
dl� l�byh v, v′ ∈ V i f ∈ B. Dl� proizvol~no$i R ∈ F -alg rassmotrim
otobra�enie, voznika�wee iz teorii Mority (sm. dokazatel~stvo (10.7))

IΓA(V )(R) → IΓB(R)
N 7→ HomAR(VR, N) .
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Predpolo�im, qto N total~no izotropen. Hotelos~ by uvidet~, qto ego
obraz tak�e total~no izotropen. Voz~mem l�bye f, f ′ ∈ HomAR

(VR, N).
Imeem:

0 = h
(
f(v), f ′(v′)

)
= h

((
τ(f ′) ◦ f

)
(v), v′

)
dl� l�byh v, v′ ∈ VR .

Tak kak h nevyro�dena, poluqaets�, qto
(
τ(f ′)◦f

)
(v) = 0 dl� l�byh v ∈ VR,

t.e. τ(f ′) ◦ f = 0 ∈ BR. Takim obrazom, obraz N de$istvitel~no total~no
izotropny$i ideal v BR.

Tak kak obratnoe otobra�enie

IΓA(V )(R)← IΓB(R)

opredeleno analogiqnym obrazom (sm. dokazatel~stvo (10.7)), podobna� �e
proverka pokazyvaet, qto i ono sohran�et svo$istvo total~no$i izotropnosti.
My poluqili vzaimno-obratnye izomorfizmy me�du IΓA(V, h) i IΓB,τ .

Sledstvie 15.7. Mnogoobrazie IΓA(V, h) �vl�ets� gladkim.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno osuwestvit~ proverku lix~ dl� mnogoobrazi�
IΓA,σ (15.6), predpolaga�, priqem, qto F algebraiqeski zamknuto, a (A, σ)
— nerazlo�ima (15.2). Togda na$idets� vektornoe F -prostranstvoW takoe
qto libo A ≃ EndF W , libo A ≃ EndW ×EndW ∗, priqem vo vtorom sluqae
σ — invol�ci� perestanovki somno�itele$i.

Rassmotrim pervy$i sluqa$i. V zavisimosti ot tipa σ, na$idets� sim-
metriqeska� ili kososimmetriqeska� nevyro�denna� biline$ina� forma
h na W taka� qto σ �vl�ets� prisoedinenno$i invol�cie$i otnositel~no h
(i to�destvenno$i invol�cii na F ). Togda mnogoobrazie IΓA,σ izomorfno
mnogoobrazi� IΓ(W,h) po (15.6), kotoroe gladko po (13.3).

Vo vtorom sluqae IΓA,σ izomorfno mnogoobrazi� ΦΦ2(W ) po (15.5), kotoroe
gladko po (11.3).

Teorema 15.8. Pust~ A — separabel~na� F -algebra s invol�cie$i, V —
koneqno-poro�denny$i A-modul~ s nevyro�denno$i λ-�rmitovo$i formo$i h
i ortogonal~nym razlo�eniem

V = H(U)⊥W .

Mnogoobrazie IΓA(V, h) �vl�ets� otnositel~nym kletoqnym prostranstvom
nad ΦΦA2 (U)× IΓA(W,h).

Dokazatel~stvo. Ispol~zu� razlo�enie A-modul� V = U ⊕ U∗ ⊕ W , my
poluqaem otnositel~nu� strukturu na IΓA(V ) nad IΓA(U)×IΓA(U∗)×IΓA(W )
kak v (10.14). Su�iva� morfizm

Gr IΓA(V )→ IΓA(U)× IΓA(U∗)× IΓA(W )

na Gr IΓA(V, h) = IΓA(V, h) ∩ Gr IΓA(V ), my poluqaem morfizm v ΦΦA2 (U) ×
IΓA(W,h). De$istvitel~no, pust~ R ∈ F -alg i pust~

(N1, (UR/N2)
∗, N3) ∈

(
IΓA(U)× IΓA(U∗)× IΓA(W )

)
(R)

— obraz nekotorogo N ∈ Gr IΓA(V )(R). Esli N total~no izotropen, to
N3 — to�e total~no izotropen; podmodul~ N1 ⊕ (UR/N2)

∗ pri �tom to�e
total~no izotropen, t.e. N1 ⊂ N2.
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Teper~ nadelim tol~ko qto postroenny$i morfizm

Gr IΓA(V, h)→ ΦΦA2 (U)× IΓA(W,h)

strukturo$i vektornogo rassloeni�. Zafiksiruem R ∈ F -alg, (N1, N2) ∈
ΦΦA2 (U)(R), N3 ∈ IΓA(W,h)(R), rasweplenie vlo�eni� N2 ↪→ UR i tako$i AR-
modul~ N ′

3, qto N3 ⊕ N ′
3 = W . �lementy N ∈ Gr IΓA(V, h)(R), le�awie nad

zafiksirovanno$iR-toqko$i, nahod�ts� vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii
s

HomAR(N1, N
∗
2 )⊕HomAR(N1, N

′
3)⊕Hom(N3, N

∗
2 ) =

= Sesq(N1, N2)⊕HomAR
(N1, N

′
3)⊕ Sesq(N3, N2)

(sr. s (10.14)). �lement h12 ⊕ f13 ⊕ h32 poslednego mno�estva nahodits� v
sootvetstvii s

N =
{
n1 + n∗2 + h12(n1, ·) + h32(n3, ·) + n3 + f13(n1) ∈ VR|

n1 ∈ N1, n
∗
2 ∈ (UR/N2)

∗, n3 ∈ N3

}
.

Sosqitaem �rmitovo proizvedenie dvuh proizvol~nyh �lementov takogo
N :

h
(
n1 + n∗2 + h12(n1, ·) + h32(n3, ·) + n3 + f13(n1),

m1 +m∗
2 + h12(m1, ·) + h32(m3, ·) +m3 + f13(m1)

)
=

=h12(n1,m1) + λσ
(
h12(m1, n1)

)
+ h32(n3,m1) + λσ

(
h32)(m3, n1)

)
+(∗)

+ h
(
n3, f13(m1)

)
+ λσ

(
h
(
m3, f13(n1)

))
+ h
(
f13(n1), f13(m1)

)
,

gde n1,m1 ∈ N1, n
∗
2,m

∗
2 ∈ (UR/N2)

∗, n3,m3 ∈ N3.
Predpolo�im, qto (∗) = 0 dl� l�byh n1, n3,m1,m3. Polo�iv n3 = 0 =

m3, my poluqaem uslovie

h12(n1,m1) + λσ
(
h12(m1, n1)

)
= −h

(
f13(n1), f13(m1)

)
dl� l�byh n1,m1 ∈ N1 .

(i)

Po�tomu ostavxa�s� qast~ vyra�eni� (∗)

h32(n3,m1) + λσ
(
h32(m3, n1)

)
+ h
(
n3, f13(m1)

)
+ λσ

(
h
(
m3, f13(n1)

))
to�e ravna nul�. Polo�iv m3 = 0 = n1, my poluqaem uslovie

h32(n3,m1) = −h
(
n3, f13(m1)

)
dl� l�byh n3 ∈ N3 i m1 ∈ N1(ii)

Naoborot, uslovi� (i) i (ii) vmeste da�t (∗).
Uslovie (ii) oznaqaet, qto su�enie otobra�eni� h32 ∈ Sesq(N3, N2) na

N3 × N1 odnoznaqno zadaets� posredstvom f13. Uslovie (i) oznaqaet, qto
λ-�rmitova komponenta su�eni� polutoraline$inogo otobra�eni� h12 ∈
Sesq(N1, N2) na podmno�estvoN1×N1 to�e odnoznaqno zadaets� posredstvom
f13. Takim obrazom, my poluqili biekci� so sledu�wim mno�estvom:

Sesq(N1, N
′
1)⊕Herm−λ(N1)⊕HomAR(N1, N

′
3)⊕ Sesq(N3, N

′
1) ,

gde N ′
1 — nekotory$i fiksirovanny$i AR-modul~ tako$i qto N2 = N1 ⊕ N ′

1.
�to i zadaet strukturu vektornogo rassloeni�, ved~ vypisanna� summa
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�vl�ets� koneqno-poro�dennym proektivnym R-modulem, soglasovannym s
tenzornym domno�eniem na kommutativnye R-algebry.

Sledstvie 15.9. V kategorii sootvetstvi$i CV imeets� izomorfizm

IΓA(V, h) ≃ ΦΦA2 (U)× IΓA(W,h) .

V qastnosti,

H
(
IΓA(V )

)
≃ H

(
ΦΦA2 (U)× IΓA(W,h)

)
dl� l�bo$i geometriqesko$i teorii kogomologi$i H.

Teorema 15.10. Dl� l�bo$i separabel~no$i algebry A s invol�cie$i σ v
kategorii CV imeets� izomorfizm IΓA,σ ≃ IΓ(A,σ)an , gde (A, σ)an — ani-
zotropnoe �dro (14.5).

Komponenty
Pust~ A — central~na� prosta� F -algebra, snab�enna� invol�cie$i σ
(nazyvaemo$i literature invol�cie$i pervogo vida). Polo�im

t =

{
1 , esli invol�ci� σ ortogonal~na;
−1 , esli σ simplektiqeska�.

Kak i pre�de, V — koneqno-poro�denny$i A-modul~, snab�enny$i nevyro�-
denno$i λ-�rmitovo$i formo$i h (gde λ = ±1).

Opredelenie 15.11. Dl� l�bogo n ∈ Z polo�im

IΓAn (V, h) = IΓA(V, h) ∩ IΓAn (V ) ⊂ IΓA(V ) .

Analogiqno my opredel�em F -funktory IΓA,σn . Mnogoobrazi� IΓA,σ1 v ortogonal~nom
sluqae byli nazvany invol�cionnymi mnogoobrazi�mi i issledovany v
[21].

Lemma 15.12 (�kvivalentnost~ Mority). Polo�im B = EndA V i pust~
τ — prisoedinenna� invol�ci� na B. Togda IΓAn (V, h) ≃ IΓB,τn .

Dokazatel~stvo. Vospol~zovavxis~ (10.7), oto�destvim IΓA(V ) s IΓB . So-
glasno (10.17), podfunktor IΓAn (V ) oto�destvl�ets� pri �tom s IΓBn , a vvidu
(15.6), podfunktor IΓA(V, h) oto�destvl�ets� s IΓB,τ . Tak qto pereseqenie
pervogo i tret~ego podfunktorov oto�destvl�ets� s pereseqeniem vtorogo
i qetvertogo.

Sledstvie 15.13. Vse mnogoobrazi� IΓAn (V, h) geometriqeski neprivodimy
za iskl�qeniem togo sluqa�, gde tλ = 1 i n = rkA V/2; IΓ

A(V, h) �vl�ets�
pr�mo$i summo$i �tih mnogoobrazi$i. V iskl�qitel~nom sluqae mnogoo-
brazie IΓAn (V, h) libo neprivodimo, libo sostoit iz dvuh izomorfnyh (ge-
ometriqeski neprivodimyh) komponent.

Dokazatel~stvo. Utver�denie o pr�mo$i summe ne trebuet dokazatel~stva.
Doka�em ostal~noe.
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Po tol~ko qto dokazanno$i lemme dostatoqno razobrat~s� lix~ s mno-
goobraziem IΓB,τn . My tak�e imeem pravo predpolo�it~, qto pole F al-
gebraiqeski zamknuto. Togda B ≃ EndF W dl� nekotorogo vektornogo F -
prostranstva W , pri �tom zadanna� invol�ci� na EndF W �vl�ets� pris-
oedinenno$i otnositel~no nekotoro$i tλ-simmetriqesko$i nevyro�denno$i bi-
line$ino$i formy h na W . V takom sluqae, IΓB,τn ≃ IΓn(W,h) po (15.12). Mno-
goobrazie IΓn(W,h) libo neprivodimo libo sostoit iz dvuh (geometriqeski
neprivodimyh) komponent po (13.7).

Sledstvie 15.14. V uslovi�h (15.8), predpolo�im, qto F -algebra A �vl�ets�
central~no$i prosto$i, a invol�ci� σ imeet tip t. Pust~ H∗ — proizvol~na�
graduirovanna� geometriqeska� teori� kogomologi$i. Dl� l�bogo n ∈ Z
imeets� izomorfizm

H∗ (IΓAn (V, h)) ≃ ⨿
i+(rkU−j)+k=n

H∗ (ΦΦA(i,j)(U)× IΓAk (W,h)
)
[−rijk] ,

gde rijk = i(j − i) + i(i− tλ)/2 + i(rkAW − k) + k(j − i).

Dokazatel~stvo. Nu�no lix~ proverit~, qto verno vypisany indeksy sd-
viga rijk. V oboznaqeni�h dokazatel~stva (15.8) predpolo�im, qto

(N1, N2) ∈ ΦΦA(i,j)(U)(R) i N3 ∈ IΓAk (W,h)(R) .

Togda

rijk =rkR Sesq(N1, N
′
1) + rkRHerm−λ(N1) +

+ rkRHomAR
(N1, N

′
3) + rkR Sesq(N3, N

′
1) .

Vyqisl�� �ti rangi, mo�no sqitat~, qto R — pole. Vo izbe�anii dopol-
nitel~nyh oboznaqeni$i, predpolo�im poprostu, qto R = F .

Lemma 15.15. Pust~ A — central~na� prosta� F -algebra s invol�cie$i
tipa t, a N ′ i N — koneqno-poro�dennye A-moduli. Togda

dimF Sesq(N ′, N) = rkAN
′ · rkAN ;(i)

dimF Hermλ(N) =
1

2
rkAN(rkAN + tλ) .(ii)

Dokazatel~stvo. Kak u�e bylo podmeqeno ranee,

dimF HomA(N
′, N) = rkAN

′ · rkAN .

Tak kak Sesq(N ′, N) ≃ HomA(N
′, N∗), ravenstvo (i) v dokazatel~stve ne nu�-

daets�.
Qto kasaets� ravenstva (ii), ono oqevidno vypoln�ets� dl� N = A,

ved~ F -prostranstvo Hermλ(A) izomorfno prostranstvu λ-simmetriqeskih
�lementov algebry A, razmernost~ kotorogo ravna degA(degA + tλ)/2 po
odnomu iz vozmo�nyh opredeleni$i togo, kogda invol�ci� �vl�ets� ortogonal~no$i
(sootv., simplektiqesko$i) [18, chap. 8, def. 7.6].

Dl� proizvol~nogo A-modul� N i l�bogo n ∈ N imeem:

Hermλ(Nn) ≃ Sesq(N)n(n−1)/2 ⊕Hermλ(N)n ,

otkuda vidno, qto (ii) vypolneno dl� N , esli i tol~ko esli (ii) spravedlivo
dl� Nn. �to nabl�denie zaverxaet dokazatel~stvo, poskol~ku Nn ≃ Am

dl� nekotoryh n,m ∈ N.
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Tak kak rkAN1 = i, rkAN
′
1 = j − i, rkAN3 = k i rkAN

′
3 = rkAW − k, my

poluqaem, qto

rijk = i(j − i) + i(i− tλ)/2 + i(rkAW − k) + k(j − i) .

16.

Mnogoobrazi� flagov izotropnyh idealov

Opredelenie 16.1. Pust~A— nekotora� koneqnomerna� F -algebra s invol�cie$i
σ, a V — koneqno-poro�denny$i A-modul~ s λ-�rmitovo$i formo$i h. Dl�
l�bogo m ∈ N my polagaem

ΦΦAm(V, h) = ΦΦAm(V ) ∩ IΓA(V, h)×m ⊂ IΓA(V )×m .

V sluqae kogda V = A, a forma h taka� kak v (14.1), my ispol~zuem sokrawen-
noe oboznaqenie ΦΦA,σm dl� ΦΦAm(V, h) i nazyvaem �to mnogoobraziemm-flagov
(pravyh) (total~no) izotropnyh idealov algebry s invol�cie$i (A, σ).

Lemma 16.2. Dl� dvuh proizvol~nyh koneqnomernyh F -algebr s invol�ci�mi
(A1, σ1) i (A2, σ2) i dl� l�bogo m ∈ N, spravedlivo

ΦΦA1×A2,σ1×σ2
m ≃ ΦΦA1,σ1

m × ΦΦA2,σ2
m .

Lemma 16.3. Pust~ A — separabel~na� F -algebra. Polo�im B = A×Aop

i pust~ τ — invol�ci� perestanovki somno�itele$i na B. Togda ΦΦB,τm ≃
ΦΦA2m dl� l�bogo m ∈ N.

Dokazatel~stvo. Vzaimno obratnye izomorfizmy �tih F -funktorov opre-
del��ts� tak (sr. s dokazatel~stvom (15.5)). Dl� l�bo$iR ∈ F -alg, postavim
v sootvetstvie �lementu

(I1 × I ′1 ⊂ · · · ⊂ Im × I ′m) ∈ ΦΦB,τm (R)

�lement
(I1 ⊂ · · · ⊂ Im ⊂ Ann I ′m ⊂ · · · ⊂ Ann I ′1) ∈ ΦΦA2m(R) ;

v obratnu� storonu, �lementu

(I1 ⊂ · · · ⊂ Im ⊂ Jm ⊂ · · · ⊂ J1) ∈ ΦΦA2m(R)

postavim v sootvetstvie �lement

(I1 ×Ann J1 ⊂ · · · ⊂ Im ×AnnJm) ∈ ΦΦB,τm (R) .

Na ves~ srok do konca �togo § my fiksiruem nekotoru� separabel~nu�
algebru A s invol�cie$i σ i koneqno-poro�denny$i A-modul~ V s nevyro�-
denno$i λ-�rmitovo$i formo$i h (kak vsegda, λ = 1 ili λ = −1).

Lemma 16.4 (�kvivalentnost~ Mority). Polo�im B = EndA V i pust~ τ
— prisoedinenna� invol�ci� na B. Togda ΦΦAm(V, h) ≃ ΦΦB,τm dl� l�bogo
m ∈ N.

Sledstvie 16.5. Mnogoobrazi� ΦΦAm(V, h) �vl��ts� gladkimi.
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Dokazatel~stvo. Dostatoqno razobrat~s� lix~ s mnogoobraziem ΦΦA,σm (16.4),
v predpolo�enii, qto pole F algebraiqeski zamknuto, a algebra s invol�cie$i
(A, σ) nerazlo�ima (16.2). Togda na$idets� vektornoe F -prostranstvo W
takoe qto libo A ≃ EndF W , libo A ≃ EndW ×EndW ∗, priqem σ vo vtorom
sluqae — �to invol�ci� perestanovki somno�itele$i.

Rassmotrim pervy$i sluqa$i. V zavisimosti ot tipa invol�cii σ, na$idets�
simmetriqeska� ili kososimmetriqeska� nevyro�denna� biline$ina� forma
h naW taka� qto σ �vl�ets� invol�cie$i, prisoedinenno$i k h (otnositel~no
to�destvenno$i invol�cii na F ). Togda ΦΦA,σm ≃ ΦΦFm(W,h) po (16.4). Poluqen-
noe mnogoobrazie �vl�ets� gladkim, tak kak ono pokryvaets� affinnymi
prostranstvami (sr. s (11.3) i (13.3)).

Vo vtorom sluqae imeem po (16.3) izomorfizm ΦΦA,σm s mnogoobraziem
ΦΦ2m(W ), �vl��wims� gladkim v silu (11.3).

Teorema 16.6. Pust~ A — separabel~na� F -algebra s invol�cie$i, a V —
koneqno-poro�denny$i A-modul~ s nevyro�denno$i λ-�rmitovo$i formo$i h
i ortogonal~nym razlo�eniem

V = H(U)⊥W .

Dl� l�bogom ∈ N mnogoobrazie ΦΦAm(V, h) �vl�ets� otnositel~nym kletoqnym
prostranstvom nad ΦΦA2m(U)× ΦΦAm(W,h).

Sledstvie 16.7. V kategorii sootvetstvi$i CV dl� l�bogo m ∈ N imeets�
izomorfizm

ΦΦAm(V, h) ≃ ΦΦA2m(U)× ΦΦAm(W,h) .

V qastnosti,
H
(
ΦΦAm(V, h)

)
≃ H

(
ΦΦA2m(U)× ΦΦAm(W,h)

)
dl� l�bo$i geometriqesko$i teorii kogomologi$i H.

Teorema 16.8. Dl� l�bo$i separabel~no$i algebry A s invol�cie$i σ, dl�
l�bogo m ∈ N v kategorii CV imeets� izomorfizm

ΦΦA,σm ≃ ΦΦ(A,σ)an
m ,

gde (A, σ)an — anizotropnoe �dro pary (A, σ) (14.5).

Komponenty
Pust~ A — central~na� prosta� F -algebra, snab�enna� invol�cie$i σ
tipa t, a V — koneqno-poro�denny$i A-modul~, snab�enny$i nevyro�denno$i
λ-�rmitovo$i formo$i h.

Opredelenie 16.9. Dl� l�bo$i posledovatel~nosti celyh qisel (n1, . . . , nm)
polo�im

ΦΦA(n1,...,nm)(V, h) = ΦΦAm(V, h) ∩ ΦΦA(n1,...,nm)(V ) ⊂ IΓA(V )×m .

Analogiqnym obrazom opredel�ets� F -funktor ΦΦA,σ(n1,...,nm).

Lemma 16.10 (�kvivalentnost~ Mority). Polo�im B = EndA V i pust~
τ — prisoedinenna� invol�ci� na B. Togda ΦΦA(n1,...,nm)(V, h) ≃ ΦΦB,τ(n1,...,nm).
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Sledstvie 16.11. Vse mnogoobrazi� ΦΦA(n1,...,nm)(V, h) geometriqeski neprivodimy
za iskl�qeniem sluqa�, kogda tλ = 1 i pri �tom nm = rkA V/2; ΦΦAm(V, h)
�vl�ets� pr�mo$i summo$i �tih mnogoobrazi$i. V iskl�qitel~nom sluqae
mnogoobrazie ΦΦA(n1,...,nm)(V, h) libo neprivodimo, libo sostoit iz dvuh izomorfnyh
(geometriqeski neprivodimyh) komponent.

Dokazatel~stvo. Utver�denie, kasa�wees� pr�mo$i summy, v dokazatel~stve
ne nu�daets�. Doka�em vse ostal~noe.

Po tol~ko qto dokazanno$i lemme, dostatoqno razobrat~s� lix~ s mno-
goobraziem ΦΦB,τ(n1,...,nm). Pri �tom mo�no predpolagat~, qto pole F alge-
braiqeski zamknuto. Togda B ≃ EndF W dl� nekotorogo vektornogo F -
prostranstva W , priqem invol�ci� na EndF W �vl�ets� prisoedinenno$i
k nekotoro$i tλ-simmetriqesko$i nevyro�denno$i biline$ino$i forme h naW .
V takom sluqae

ΦΦA,σ(n1,...,nm) ≃ ΦΦF(n1,...,nm)(W,h)

po (16.10). Polo�im

G =

{
SO(W,h), esli tλ = 1;

Sp(W,h), esli tλ = −1.

Esli ne rassmatrivat~ iskl�qitel~ny$i sluqa$i, algebraiqeska� gruppa
G tranzitivno de$istvuet na ΦΦF(n1,...,nm)(W,h), otkuda i sleduet trebuema�
geometriqeska� neprivodimost~.

V iskl�qitel~nom sluqae gruppaO(W,h) tranzitivno de$istvuet na ΦΦF(n1,...,nm)(W,h).

Tak kak SO(W,h) �vl�ets� komponento$iO(W,h), priqem [O(W,h) : SO(W,h)] =
2, poluqaets� utver�denie ob iskl�qitel~nom sluqae.

Sledstvie 16.12. V uslovi�h (16.6), predpolo�im, qto F -algebra A central~na
i prosta. Pust~ H∗ — graduirovanna� geometriqeska� teori� kogomologi$i.
Dl� l�bo$i posledovatel~nosti celyh qisel (n1, . . . , nm) imeets� izomor-
fizm

H∗ (ΦΦA(n1,...,nm)(V, h)
)
≃

≃
⨿

i1+(rkU−j1)+k1=n1

. . .
⨿

im+(rkU−jm)+km=nm

H∗
(
ΦΦA(i1,...,im,jm,...,j1)(U)× ΦΦA(k1,...,km)(W,h)

)
[. . . ]

(vyqislenie indeksov sdviga opuskaets�).
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