
CYCLES DE CODIMENSION 2
SUR PRODUITS DE VARIÉTÉS DE SEVERI-BRAUER
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Résumé. Nous recherchons le groupe de Chow des cycles de codimension 2
en le produit de n variétés de Severi-Brauer (n ≥ 2). Nous analysons plus
en détail

• le produit d’une variété biquaternionique et d’une conique;
• le produit de deux surfaces de Severi-Brauer.
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0. Introduction

Dans [9], nous recherchions le groupe de Chow CH2 pour une variété de
Severi-Brauer. Ici, en utilisant les mêmes méthodes, nous recherchons le même
groupe pour un produit direct de mêmes variétés. La motivation pour ce
travail est donnée par un résultat de Izhboldin ([5]): le corps de fonctions
d’une variété de Severi-Brauer est universellement excellent si et seulement si
l’indice de l’algèbre correspondante n’est pas divisible par 4. Cependant, pour
ce résultat, il avait besoin d’information certaine sur le groupe CH2 du produit
d’une variété biquaternionique et d’une conique (6.1).

Des premiers résultats sur le groupe CH2 d’un produit de variétés de Severi-
Brauer sont obtenus dans [14]. On y établit sa connexion avec le 3-ième groupe
de cohomologie galoisienne ([14, theorem 4.1]) et on y construit un exemple
d’un produit de trois coniques avec torsion dans CH2 ([14, remark 6.1]).

Le résultat principal et général de l’article présent est 5.5 (avec le corollaire
5.6). Nous l’appliquons à des produits de deux variétés de petites dimensions
(6.1), (7.1); on arrive en particulier à des exemples nouveaux de torsion dans
CH2.

Nous utilisons la terminologie et la notation suivantes. Si on dit que A est
une algèbre, on veut toujours dire que A est une algèbre centrale simple sur
un corps. Pour une algèbre A sur un corps F on note [A] sa classe dans le
groupe de Brauer Br(F ) de F ; expA désigne l’exposant, degA le degré et
indA l’indice de A.

La variété de Severi-Brauer d’une algèbre A est désignée par SB(A). Une
variété est toujours une variété algébrique projective lisse sur un corps; un
faisceau sur X est un OX-module. L’anneau de Grothendieck d’une variété X
est désigné par K(X);

K(X) = Γ0K(X) ⊃ Γ1K(X) ⊃ . . . et K(X) = T0K(X) ⊃ T1K(X) ⊃ . . .

sont respectivement la gamma-filtration et la filtration topologique de K(X);
on utilise la notation G∗ΓK(X) et G∗TK(X) pour les anneaux adjoints gradués
de ces filtrations. Il y a des relations certaines entre G∗ΓK(X), G∗TK(X) et
l’anneau de Chow CH∗(X) que nous utilisons mais ne décrivons pas ici; on les
trouve dans [9, §2].

Ce travail est exécuté au Labo de Mathématiques de l’Université de Franche-
Comté. Je le remercie sincèrement pour l’atmosphère et les conditions excel-
lentes.

1. Deux résultats préliminaires

Proposition 1.1. Soient A1, . . . , An et B1, . . . , Bm des algèbres sur un corps
F telles que les sous-groupes de Br(F ) engendrés par [A1], . . . , [An] et par
[B1], . . . , [Bm] cöıncident. Alors

TorsCH2
(
SB(A1)× · · · × SB(An)

)
≃ TorsCH2

(
SB(B1)× · · · × SB(Bm)

)
.
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Démonstration. Posons X = SB(A1)× · · ·× SB(An), Y1 = SB(B1). Il suffit de
montrer que

TorsCH2(X) ≃ TorsCH2(X × Y1) .

Puisque X×Y1 → X est une fibration projective (5.3), on a ([4, §2 of appendix
A])

CH2(X × Y1) ≃ CH2(X)⊕ · · · ⊕ CH2−dimY1(X) .

La dernière observation est: pour tout i < 2, le groupe CHi(X) n’a pas de
torsion (pour i = 1 v. [16, lemme 6.3, (i)]).

Soit p un premier. Pour une algèbre ainsi que pour un groupe abélien A, on
va noter A{p} la partie p-primaire de A.

Proposition 1.2. Soient A1, . . . , An des algèbres sur un (même) corps. On a

CH2
(
SB(A1)×· · ·×SB(An)

)
{p} ≃ TorsCH2

(
SB(A1{p})×· · ·×SB(An{p})

)
.

Démonstration. Pour n = 1, le résultat est démontré dans [9, proposition 1.3].
La même preuve marche pour n > 1.

2. Groupe de Grothendieck de produit de variétés de
Severi-Brauer

Soient A1, . . . , An des algèbres sur un corps F , X1, . . . , Xn leurs variétés de
Severi-Brauer et X = X1 × · · · ×Xn. Fixons une clôture séparable F̄ de F et
posons X̄i = (Xi)F̄ pour chaque i. Les variétés X̄i sont des espaces projectifs;
notons ξi la classe dansK(X̄) du faisceau tautologique de la fibration projective

X̄ →
∏
j ̸=i

X̄j .

L’anneauK(X̄) est engendré par les éléments ξ1, . . . , ξn avec les seules relations

(ξ1 − 1)degA1 = · · · = (ξn − 1)degAn = 0 .

Regardons la restrictionK(X) → K(X̄) qui est un homomorphisme d’anneaux.

Théorème 2.1. L’homomorphisme K(X) → K(X̄) est injectif; son image
est additivement engendrée par les éléments

ind(A⊗j1
1 ⊗ · · · ⊗ A⊗jn

n ) · ξj11 · · · ξjnn
avec 0 ≤ j1 < degA1, . . . , 0 ≤ jn < degAn.

Démonstration. On utilise [15, §8, theorem 4.1] n fois.

Corollaire 2.2. Pour des algèbres A1, . . . , An des degrés fixés, l’anneau K(X)
avec la gamma-filtration (et le groupe TorsG2ΓK(X) en particulier) dépend
seulement des nombres ind(A⊗j1

1 ⊗ · · · ⊗ A⊗jn
n ).

Démonstration. Par le théorème, les nombres déterminent K(X) entièrement
comme un sous-anneau de K(X̄). Les classes de Chern à valeurs dans K ([9,
definition 2.1]) pour X qui déterminent la gamma-filtration ([9, definition 2.6])
sont les restrictions des classes de Chern pour X̄.
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3. Variétés et algèbres disjointes

Définition 3.1. Soient X1, . . . , Xn des variétés quelconques sur un (même)
corps. Nous disons qu’elles sont disjointes si l’homomorphisme d’anneaux

K(X1)⊗ · · · ⊗K(Xn) → K(X1 × · · · ×Xn) ,

induit par les homomorphismes d’image inverse

pr ∗i : K(Xi) → K(X1 × · · · ×Xn)

par rapport aux projections pr i : X1 × · · · ×Xn → Xi, est un isomorphisme.

Proposition 3.2. Soient X1, . . . , Xn des variétés disjointes. La gamma-filtra-
tion de K(X1 × · · · × Xn) cöıncide avec la filtration induite par les gamma-
fitrations de K(X1), . . . , K(Xn).

Démonstration. Notons X le produit X1 × · · · ×Xn et Γ̃ la filtration induite.
Alors, pour chaque l ≥ 0, on définit Γ̃lK(X) comme le sous-groupe de K(X)
engendré par tous les produits

pr ∗1 Γ
l1K(X1) · · · pr ∗n ΓlnK(Xn)

avec l1 + · · ·+ ln ≥ l. Comme un homomorphisme d’image inverse respecte la
gamma-filtration, on a l’inclusion Γ̃lK(X) ⊂ ΓlK(X). Démontrons l’inclusion
inverse. Puisque la gamma-filtration Γ de K(X) est la plus petite filtration
d’anneau ayant les propriétés Γ0K(X) = K(X) et cl(x) ∈ ΓlK(X) pour tout
x ∈ K(X) et l ≥ 1, où cl est la l-ième classe de Chern à valeurs dans K ([9,
definition 2.1]), il suffit de montrer que

cl(x) ∈ Γ̃lK(X) .(∗)

Comme les variétés X1, . . . , Xn sont disjointes, le groupe additif de K(X) est
engendré par les produits

x = pr ∗1(x1) · · · pr ∗n(xn)(∗∗)

où xi ∈ K(Xi) est la classe d’un faisceau localement libre. Il suffit donc de
vérifier l’inclusion (∗) seulement pour x de la forme (∗∗). Puisque cl commute
avec pr ∗i , on a

cl
(
pr ∗i (xi)

)
∈ Γ̃lK(X) ,

et le dernier pas de la preuve est

Lemme 3.3. Soient n,m, l ≥ 0. Il existe un polynôme fl
(
(σi), (τj)

)
sur Z en

les variables σ1, . . . , σn et τ1, . . . , τm ayant les deux propriétés suivantes:

• si x, y ∈ K(X) sont les classes de faisceaux localement libres sur une
variété X, la classe de Chern cl(x · y) est égale à fl

(
ci(x), cj(y)

)
;

• si on pose deg σi = i et deg τj = j, le degré de chaque monôme de fl est
supérieur ou égal à l.
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Démonstration. Par le principe de décomposition ([13, prop. 5.6]), il suffit de
regarder le cas où

x = ξ1 + · · ·+ ξn, y = η1 + · · ·+ ηm

avec les classes de faisceaux inversibles ξi, ηj. Pour la classe de Chern totale ct
([9, definition 2.1]), on a

ct(x) = ct(
n∑

i=1

ξi) =
n∏

i=1

(
1 + (ξi − 1)t

)
=

n∏
i=1

(1 + ait) où ai = ξi − 1;

ct(y) = ct(
m∑
j=1

ηj) =
m∏
j=1

(
1 + (ηj − 1)t

)
=

m∏
j=1

(1 + bjt) où bj = ηj − 1;

ct(xy) = ct(
∑
i,j

ξiηj) =
∏
i,j

(
1 + (ξiηj − 1)t

)
=
∏
i,j

(
1 + (aibj + ai + bj)t

)
.

La classe cl(xy) est (par définition) le coefficient de tl dans ct(xy). Ce coefficient
est évidemment un polynôme en a1, . . . , an et b1, . . . , bm qui est symétrique par
rapport aux variables (ai) et aussi symétrique par rapport aux variables (bj)
(notons que le degré de chaque monôme est au moins égal à l). Alors, par le
théorème fondamental sur les polynômes symétriques, cl(xy) = fl

(
(σi), (τj)

)
pour un polynôme fl, où (σi)

n
i=1 sont les polynôme symétriques élémentaires

en (ai) (σi est un polynôme homogène de degré i) et (τj)
m
j=1 les polynôme

symétriques élémentaires en (bj). L’assertion de la lemme concernant le degré
est évidemment satisfaite. Finalement, on note que σi = ci(x) et τj = cj(y).

Corollaire 3.4. Soient X1, . . . , Xn des variétés telles que leurs groupes de
Grothendieck sont finement engendrés (des variétés de Severi-Brauer par ex-
emple). Si les variétés sont disjointes et les groupes G∗ΓK(X1), . . . ,G

∗ΓK(Xn)
n’ont pas de torsion, le groupe G∗ΓK(X1 × · · · ×Xn) est aussi sans torsion.

Démonstration. L’homomorphisme naturel

G∗ΓK(X1)⊗ · · · ⊗G∗ΓK(Xn) → G∗ΓK(X1 × · · · ×Xn)

est surjectif par la proposition. Par notre condition, le groupe du côté gauche
est finement engendré et sans torsion; alors c’est un groupe libre abélien de
rang fini. Ce rang cöıncide avec le rang du groupe du côté droit parce que les
variétés sont disjointes.

Maintenant, on va comprendre ce que la condition d’être disjointes veut dire
pour des variétés de Severi-Brauer.

Définition 3.5. Soient A1, . . . , An des algèbres sur un (même) corps. On dit
qu’elles sont disjointes si

ind(A⊗j1
1 ⊗ · · · ⊗ A⊗jn

n ) = indA⊗j1
1 · · · indA⊗jn

n pour tous j1, . . . , jn ≥ 0.

Proposition 3.6. Des algèbres A1, . . . , An sont disjointes si et seulement si
leurs variétés de Severi-Brauer sont disjointes.
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Démonstration. Comme pour une algèbre A arbitraire il y a un isomorphisme
canonique K(A) = indA ·Z où maintenant K note le groupe de Grothendieck
de l’algèbre, les algèbres sont disjointes si et seulement si les applications

K(A⊗j1
1 )⊗ · · · ⊗K(A⊗jn

n ) → K(A⊗j1
1 ⊗ · · · ⊗ A⊗jn

n )

sont des isomorphismes pour tous 0 ≤ j1 < degA1, . . . , 0 ≤ jn < degAn. En
prenant la somme directe, on obtient l’application(

degA1−1⨿
j1=0

K(A⊗j1
1 )

)
⊗ · · · ⊗

(
degAn−1⨿

jn=0

K(A⊗jn
n )

)
−→

−→
degA1−1⨿

j1=0

. . .
degAn−1⨿

jn=0

K(A⊗j1
1 ⊗ · · · ⊗ A⊗jn

n ) .

En identifiant les facteurs du produit du côté gauche avec K
(
SB(A1)

)
, . . . ,

K
(
SB(An)

)
et la somme directe du côté droit avec K

(
SB(A1)×· · ·×SB(An)

)
par 2.1, on obtient à la place de la flèche l’homomorphisme de 3.1.

4. Variétés “génériques”

Définition 4.1. Disons que une variétéX est “générique” si la gamma-filtration
de K(X) cöıncide avec la filtration topologique.

Lemme 4.2. Si TorsG∗ΓK(X) = 0 (pour une variété arbitraire X), alors X
est “générique”.

Démonstration. Pour voir que les filtrations cöıncident, il suffit de montrer que
l’homomorphisme

α : G∗ΓK(X) → G∗TK(X) ,

induit par l’inclusion des filtrations, est injectif. Comme α⊗Q est bijectif ([3,
proposition 5.5 of chapter VI]), le noyau de α contient seulement des éléments
d’ordre fini. Donc α est vraiment injectif si le groupe G∗ΓK(X) est sans
torsion.

Lemme 4.3. Soit G → X une fibration grassmannienne. Si X est “générique”,
la variété G est pareillement “générique”.

Démonstration. Puisque G est une fibration grassmannienne surX, la CH∗(X)-
algèbre (commutative) CH∗(G) est engendrée par les classes de Chern (à valeurs
dans CH∗) (v. [2, proposition 14.6.5] ou [11, (3.2)]). En utilisant l’épimorphisme
naturel CH∗ → G∗TK, on obtient le même résultat pour G∗TK: la G∗TK(X)-
algèbre (commutative) G∗TK(G) est engendrée par les classes de Chern (à
valeurs dans G∗TK). Comme X est “générique”, l’anneau G∗TK(X) même
est engendré par les classes de Chern ([9, remark 2.17]). Par conséquent,
G∗TK(G) est engendré par les classes de Chern non seulement comme l’algèbre
mais aussi comme un anneau. Cela veut dire que G est “générique” ([9, remark
2.17]).
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Lemme 4.4. Soit X → Y un morphisme lisse de variétés, X̃ sa fibre générique.
Si X est “générique”, la variété X̃ (c’est une variété sur le corps de fonctions
de Y ) est aussi “générique”.

Démonstration. Le morphisme (de schémas) X̃ → X induit un homomor-
phisme des groupes de Grothendieck K(X) → K(X̃), respectant les deux
filtrations, et un homomorphisme des groupes de Chow CH∗(X) → CH∗(X̃)
qui est surjectif ([10, theorem 3.1]). Par conséquent, l’homomorphisme

G∗TK(X) → G∗TK(X̃)

est aussi surjectif, et donc, pour chaque l, le groupe TlK(X) est appliqué
surjectivement dans TlK(X̃). Puisque TlK(X) = ΓlK(X), on en déduit que
TlK(X̃) ⊂ ΓlK(X̃). L’inclusion inverse a lieu tout le temps.

Corollaire 4.5. Soient X et Y des variétés sur un corps F telles que la pro-
jection X × Y → X est une fibration grassmannienne. Si X est “générique”,
alors XF (Y ) est pareillement “générique”.

Démonstration. La variétéX×Y est “générique” d’après 4.3; ensuite la variété
XF (Y ) est “générique” par 4.4.

5. Algèbres “génériques”

Proposition 5.1. Soit A une algèbre primaire (i.e. degA est une puissance
d’un premier). On suppose que

• soit indA = expA
• soit indA = 2n et indA⊗2n−2

= 4 (n ≥ 2)

(une algèbre des biquaternions est un exemple de telle A). Alors, le groupe
G∗Γ

(
SB(A)

)
n’a pas de torsion.

Démonstration. Pour des algèbres du premier type, v. [9, proposition 3.3, corol-
lary 3.6]; pour le deuxième type, v. la démonstration de [9, proposition 4.9].

Corollaire 5.2. Soient A1, . . . , An des algèbres disjointes et supposons que
chaque Ai satisfait la condition de 5.1. Alors pour le produit X de leurs variétés
de Severi-Brauer, on a: TorsG∗ΓK(X) = 0; en particulier, TorsCH2(X) = 0.

Démonstration. Ceci résulte directement de la proposition avec 3.4 et 3.6.

Pour une algèbre B et un entier r ≥ 0, notons SB(r, B) la variété de Severi-
Brauer généralisée des idéaux à droite de B de rang r ([1, §2]). En particulier,
SB(1, B) = SB(B).

Proposition 5.3. Soient A1, . . . , An et B des algèbres sur un (même) corps,
X = SB(A1)× · · · × SB(An) et Y = SB(r, B) avec certain r ≥ 0.

Si la classe [B] de l’algèbre B dans le groupe de Brauer appartient au groupe
engendré par [A1], . . . , [An], la projection X × Y → X est une fibration r-
grassmannienne.
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Démonstration. On peut supposer que

B ≃ A⊗j1
1 ⊗ · · · ⊗ A⊗jn

n

avec j1, . . . , jn ≥ 0 certains. Considérons le carré cartésien

X × Y −−−→ T × Yy y
X −−−→ T

où T = SB(B) et le morphisme X → T est donné par le produit ten-
soriel d’idéaux. La flèche du côté droit (c’est la projection T × Y → T )
est une fibration r-grassmannienne d’après [9, proposition 6.3]. Donc, la pro-
jection X × Y → Y (c’est la flèche du côté gauche) est aussi une fibration
r-grassmannienne.

Définition 5.4. Disons que une collection d’algèbres Ã1, . . . , Ãn est “générique”,
si c’est un résultat d’une procédure suivante. On commence avec des algèbres
disjointes A1, . . . , An sur un corps F telles que chaque Ai satisfait la condition
de 5.1. Puis, on prend des F -algèbres B1, . . . , Bm telles que leurs classes dans
Br(F ) appartiennent au sous-groupe engendré par [A1], . . . , [An]. Enfin, on
prend comme Y un produit direct de variétés de Severi-Brauer généralisées
quelconques des algèbres B1, . . . , Bm et on pose Ãi = (Ai)F (Y ) pour tout
i = 1, . . . , n.

Théorème 5.5. Si une collection d’algèbres Ã1, . . . , Ãn est “générique”, le
produit X̃ de leurs variétés de Severi-Brauer est une variété “générique” (4.1);
en particulier, l’épimorphisme

TorsG2ΓK(X̃) → TorsCH2(X̃)

est bijectif dans ce cas.

Démonstration. Soient A1, . . . , An les algèbres utilisées pour construction de
notre collection “générique” (5.4). Posons Xi = SB(Ai) pour i = 1, . . . , n et
soit X = X1×· · ·×Xn. D’après 5.2, le groupe G

∗ΓK(X) est sans torsion. En
particulier, la variété X est “générique” (4.2).

Maintenant, soit Y le produit direct de variétés de Severi-Brauer généralisées,
utilisé dans la construction de notre collection “générique”. Par 5.3, la projec-
tion X × Y → X est un produit fibré (sur X) de fibrations grassmanniennes.
Donc, en utilisant (4.5) m fois, on démontre que la variété X̃ = XF (Y ) est
“générique”.

Corollaire 5.6. Soient A1, . . . , An des algèbres quelconques et X le produit
de leurs variétés de Severi-Brauer. Soit Ã1, . . . , Ãn une collection “générique”
d’algèbres telles que deg Ãi = degAi et

ind(Ã⊗j1
1 ⊗ · · · ⊗ Ã⊗jn

n ) = ind(A⊗j1
1 ⊗ · · · ⊗ A⊗jn

n )

pour tout i et tous j1, . . . , jn.
Le groupe TorsCH2(X) est isomorphe à un groupe quotient de TorsCH2(X̃).
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Démonstration. Par le théorème, on a un isomorphisme

TorsCH2(X̃) ≃ TorsG2ΓK(X̃) ;

par 2.2, on a

TorsG2ΓK(X̃) ≃ TorsG2ΓK(X) ;

enfin, on a toujours une surjection ([9, 2.15])

TorsG2ΓK(X) →→ TorsCH2(X) .

6. Variété biquaternionique fois conique

Nous appelons variété biquaternionique une variété de Severi-Brauer d’une
algèbre des biquaternions.

Théorème 6.1. Soient X une variété biquaternionique, Y une conique (sur
le même corps) et A,B les algèbres correspondantes (B est une algèbre des
quaternions).

1. La torsion dans le groupe CH2(X × Y ) est sois triviale, sois d’ordre 2.
2. Si la torsion n’est pas triviale, alors

indA = ind(A⊗B) = 4 et indB = 2 .(∗)

3. Si la collection A,B est “générique” (5.4) et satisfait la condition (∗),
alors la torsion n’est pas triviale.

Démonstration. Si indB ̸= 2, c.-à.-d. si B est décomposée, on sait par 1.1
que TorsCH2(X × Y ) ≃ CH2(X); le dernier groupe n’a pas de torsion ([8,
corollary]).

Si indA ̸= 4, alors A est Brauer-équivalente à une algèbres des quaternions
A′; désignant par X ′ sa variété de Severi-Brauer, on obtient (1.1)

TorsCH2(X × Y ) ≃ TorsCH2(X ′ × Y ) .

Puisque dim(X ′ × Y ) = 2, le groupe

G2ΓK(X ′ × Y ) = Γ2K(X ′ × Y ) ⊂ K(X ′ × Y )

n’a pas de torsion. On en conclut que TorsCH2(X ×Y ) = 0 aussi dans ce cas.
Soit C l’algèbre à division qui est Brauer-équivalente au produit A ⊗ B;

T = SB(C). En utilisant 1.1 de nouveau, on tire

TorsCH2(X × Y ) ≃ TorsCH2(T × Y ) .

Si ind(A ⊗ B) ≤ 2, alors dimT × Y ≤ 2 et on finit au même façon comme
ci-dessus.

Si ind(A ⊗ B) = 8, les algèbres A,B sont disjointes et 5.2 montre que
TorsCH2(X × Y ) = 0.

Le reste est desservi par
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Proposition 6.2. Supposons que une algèbre des biquaternions A et une algèbre
des quaternions B sont des algèbres à division et ind(A⊗B) = 4. Pour X, Y
comme ci-dessus, on a: TorsG2ΓK(X × Y ) ≃ Z/2.

Démonstration. Posons K = K(X × Y ), K̄ = K(X̄ × Ȳ ). L’anneau K̄ est
engendré par les éléments ξ, η avec les seules relations (ξ − 1)4 = 0 = (η − 1)2

(v. §2). En particulier, le groupe additif de K̄ est un groupe abélien librement
engendré par les éléments ξiηj, i = 0, 1, 2, 3, j = 0, 1. Nous allons aussi utiliser
un autre système de générateurs: f igj, i = 0, 1, 2, 3, j = 0, 1, où f = ξ − 1,
g = η − 1.

Pour chaque l, le l-ième terme ΓlK̄ de la gamma-filtration de K̄ est engendré
par les produits f igj avec i+j ≥ l. En particulier, GlΓK̄ est un groupe abélien
librement engendré par les classe résidueles des produits f igj avec i+ j = l.

Lemme 6.3. Le sous-anneauK ⊂ K̄ est additivement engendré par les éléments

1, 4ξ, ξ2, 4ξ3, 2η, 4ξη, 2ξ2η, 4ξ3η .

Démonstration. C’est 2.1 à notre situation particulier.

Lemme 6.4. Les éléments suivants sont aussi des générateurs du groupe ad-
ditif de K:

1, 2f − f 2, 2g, 2f 2, 4fg, 4f 3, 2f 2g , 4f 3g

(l’élément relevé va produire la torsion — v. 6.9).

Lemme 6.5. Il y a les inclusions suivantes:

Γ1K ∋ 2f − f 2, 2g ;

Γ2K ∋ 2f 2, 4fg, 2f 2g ;

Γ3K ∋ 4f 3, 2 · 2f 2g ;

Γ4K ∋ 4f 3g .

Démonstration. L’assertion sur Γ1K est évidente.
Puisque 2f 2, 4fg ∈ K ∩ Γ2K̄ et l’homomorphisme G1ΓK → G1ΓK̄ est

injectif ([16, lemme 6.3, (i)]), l’assertion sur Γ2K a lieu (une vérification direct
(v. le reste de la démonstration) est aussi facile).

Finalement, on a:

ct(4ξ) = (1 + ft)4 ⇒ c3(4ξ) = 4f 3 ⇒ 4f 3 ∈ Γ3K ;

2f 2 ∈ Γ2K et 2g ∈ Γ1K ⇒ 4f 2g = (2f 2) · (2g) ∈ Γ3K ;

c4(4ξη) = (ξη − 1)4 =
(
(f + 1)(g + 1)− 1

)4
= 4f 3g ∈ Γ4K .

Corollaire 6.6. Notons α∗ l’homomorpshisme de restriction G∗ΓK → G∗ΓK̄.
Pour tout i > 0, on a: Imαi ⊂ 2GiΓK̄.



CYCLES SUR PRODUITS DE VARIÉTÉS DE SEVERI-BRAUER 11

Démonstration. D’après le lemme, le groupe G1ΓK est engendré par les classes
résiduelles des éléments 2f − f 2 et 2g; leurs images dans G1ΓK̄ sont effective-
ment divisibles par 2. Ainsi, l’assertion du corollaire pour i = 1 est démontrée.

Puisque les éléments de Γ2K, Γ3K et Γ4K énumérés dans le lemme engen-
drent Γ2K et sont divisibles par 2 dans K̄, on obtient l’assertion pour i ≥ 2
(on utilise l’absence de torsion dans G∗ΓK̄).

Corollaire 6.7. #TorsG∗ΓK ≤ 2.

Démonstration. Comme le groupe G∗ΓK̄ est sans torsion, TorsG∗ΓK ⊂ Kerα∗.
Nous allons montrer que #Kerα∗ ≤ 2 en utilisant la formule suivante ([7,
proposition]):

#Kerα∗ = #Cokerα∗/#(K̄/K) .

Il est facile de calculer que #(K̄/K) = 210. D’après le lemme, #Cokerα∗ ≤
211.

Lemme 6.8. 2f 2g ̸∈ Γ3K.

Démonstration. Il suffit de montrer que Imα3 ⊂ 4G3ΓK̄.
Le groupe Imα3 est engendré par le sous-groupe Imα1 · Imα2 est le sous-

ensemble α3(c3K), où c3 est la 3-ième classe de Chern à valeurs dans G∗ΓK
([9, definition 2.7]). Puisque Imαi ⊂ 2GiΓK̄ pour i > 0 par 6.6, on a: Imα1 ·
Imα2 ⊂ 4G3ΓK̄. Il suffit donc de vérifier que α3

(
c3(S)

)
⊂ 4G3ΓK̄ pour un

système S de générateurs du groupe additif de K. La vérification est triviale
si on prend à titre de S le système de générateurs de 6.3.

Corollaire 6.9. Le résidu de 2f 2g dans G2ΓK a l’ordre 2 et engendre le sous-
groupe de torsion.

Démonstration. Le résidu est d’ordre 2 d’après 6.8 et 6.5. Il engendre tout le
sous-groupe de torsion (non seulement de G3ΓK mais aussi d’entier G∗ΓK)
par 6.7.

Nous avons fini les démonstrations du théorème et de la proposition.

Remarque 6.10. A la condition du théorème, notons F le corps de base et
supposons qu’il existe une extension quadratique L/F (ou, plus généralement,
une extension de degré indivisible par 4) telle que l’algèbre AL n’est plus
une algèbre à division et l’algèbre BL est décomposée. Dans ce cas, f 2g ∈
T3K(XL × YL); en utilisant l’application de norme, nous obtenons: 2f 2g ∈
T3K(X × Y ), i.e. TorsCH2(X × Y ) = 0.

Alors, si A,B sont telles que TorsCH2(X × Y ) ̸= 0 (par exemple, si A,B
forment une collection “générique” (6.1)), il n’y a pas d’extension comme ci-
dessus. Le premier exemple semblable est construit dans [12].
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7. Produit de deux surfaces de Severi-Brauer

Un surface de Severi-Brauer est une variété de Severi-Brauer de dimension
2.

Théorème 7.1. Soient X, Y des surfaces de Severi-Brauer sur un (même)
corps et A,B les algèbres correspondantes.

1. La torsion dans le groupe CH2(X × Y ) est sois triviale, sois d’ordre 3.
2. Si la torsion n’est pas triviale, alors

indA = indB = ind(A⊗B) = ind(A⊗Bo) = 3(∗)

où Bo est l’algèbre opposée.
3. Si la collection A,B est “générique” (5.4) et satisfait la condition (∗),

alors la torsion n’est pas triviale.

Démonstration. Si au moins une des algèbresA, B, A⊗B, A⊗Bo est décomposée,
il existe une algèbre C du degré 3 telle que sa classe [C] dans le groupe de
Brauer engendre le même groupe que [A] et [B] (ensemble). D’après 1.1, le
groupe TorsCH2(X×Y ) est isomorphe dans ce cas au groupe TorsCH2

(
SB(C)

)
qui est trivial par [7, corollary].

Si ind(A⊗ B) = ind(A⊗ Bo) = 9, alors les algèbres A,B sont disjointes et
on peut utiliser 5.2.

Posons Y o = SB(Bo). Comme par (1.1)

TorsCH2(X × Y ) ≃ TorsCH2(X × Y o) ,

il suffit de regarder seulement un des deux cas suivants:

• ind(A⊗B) = 3 et ind(A⊗Bo) = 9;
• ind(A⊗B) = 9 et ind(A⊗Bo) = 3.

Lemme 7.2. Si indA = indB = ind(A ⊗ B) = 3 et ind(A ⊗ Bo) = 9, alors
TorsG2ΓK(X × Y ) = 0.

Démonstration. Posons K = K(X × Y ), K̄ = K(X̄ × Ȳ ). L’anneau K̄ est
engendré par les éléments ξ, η avec les relations (ξ − 1)3 = 0 = (η − 1)3 (v.
§2). En particulier, le groupe additif de K̄ est un groupe abélien librement
engendré par les éléments ξiηj , i, j = 0, 1, 2. Nous allons aussi utiliser un
autre système de générateurs: f igj, i, j = 0, 1, 2, où f = ξ − 1, g = η − 1.

Pour chaque l, le l-ième terme ΓlK̄ de la gamma-filtration de K̄ est engendré
par les produits f igj avec i+ j ≥ l.

La condition du lemme implique que

indA⊗2 = indB⊗2 = ind(A⊗2 ⊗B⊗2) = 3 et

ind(A⊗B⊗2) = ind(A⊗2 ⊗B) = 9 .

Ainsi, d’après 2.1, le sous-anneau K ⊂ K̄ est additivement engendré par

1, 3ξ, 3ξ2, 3η, 3ξη, 9ξ2η, 3η2, 9ξη2, 3ξ2η2 .
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Nous allons aussi utiliser un autre système de générateurs:

1, 3f, 3g, 3f 2, 3fg, 3g2, 9f 2g, 3f 2g + 3fg2 + 6f 2g2, 9f 2g2 .

Maintenant c’est évident que l’intersection K ∩ Γ3K̄ est engendrée par

9f 2g, 3f 2g + 3fg2 + 6f 2g2 et 9f 2g2 .

Pour démontrer que le groupe G2ΓK est sans torsion, il suffit de vérifier que
les trois éléments appartiennent à Γ3K.

Comme 3f 2, 3g2 ∈ Γ2K et 3g ∈ Γ1K, on a:

9f 2g = (3f 2) · (3g) ∈ Γ3K, 9f 2g2 = (3f 2) · (3g2) ∈ Γ4K .

L’élément resteé cöıncide avec une 3-ième classe de Chern:

c3(3ξη) = (ξη − 1)3 =
(
(f + 1)(g + 1)− 1

)3
= (fg + f + g)3 =

3fg(f + g)2 + (f + g)3 = 6f 2g2 + 3f 2g + 3fg2 .

Nous finissons la démostration du théorème avec

Proposition 7.3. Si indA = indB = ind(A ⊗ B) = ind(A ⊗ Bo) = 3, alors
TorsG2ΓK(X × Y ) ≃ Z/3.

Démonstration. Nous utilisons la notation introduite au commencement de la
démonstration du dernier lemme.

Lemme 7.4. Le sous-anneau K ⊂ K̄ est maintenant engendré par 1 et 3K̄.
En plus,

Γ1K = 3Γ1K̄ ;

Γ2K = 3Γ2K̄ ;

Γ3K ∋ 3f 2g − 3fg2, 3f 2g + 3fg2 + 6f 2g2 ;

Γ4K ∋ 9f 2g2 .

Démonstration. L’assertion sur Γ1K est triviale. L’assertion sur Γ2K découle
d’injectivité de G1ΓK → G1ΓK̄ ([16, lemme 6.3, (i)]); puis 9f 2g2 ∈ Γ4K car
3f 2, 3g2 ∈ Γ2K.

Pour montrer l’assertion sur Γ3K, calculons la 3-ième classe de Chern

c3(ξ2η) = (ξ2η − 1)3 =
(
(f + 1)2(g + 1)− 1

)3
= 27f 2g2 + 12f 2g + 6fg2 .

Puisque 9f 2g, 9fg2 ∈ Γ3K, on en conclut que 3f 2g − 3fg2 ∈ Γ3K.
Enfin, comme nous avons déjà calculé dans le preuve de 7.2,

3f 2g + 3fg2 + 6f 2g2 = c3(3ξη) ∈ Γ3K .

Corollaire 7.5. #TorsG∗ΓK ≤ 3.

Démonstration. Analogiquement 6.7. Maintenant, on a: #(K̄/K) = 38 et
#Cokerα∗ ≤ 39 (7.4).



14 N. A. KARPENKO

Lemme 7.6. 3f 2g2 ̸∈ Γ3K.

Démonstration. Définissons un homomorphisme ϕ9 : K̄ → Z/9 à la manière
suivante: ecrivons un élément x ∈ K̄ arbitraire comme une combinaison
linéaire

x =
2∑

i,j=0

aijf
igj avec aij ∈ Z,

posons ϕ(x) = a21 + a12 − a22 et définissons ϕ9(x) comme le résidu de ϕ(x)
modulo 9.

Comme ϕ9(3f
2g2) ̸= 0, il suffit de montrer que ϕ9(Γ

3K) = 0.
A priori, le groupe Γ3K est engendré par Γ1K · Γ2K, c3(S) et c4(S) où

S = 1, 3ξ, 3ξ2, 3η, 3ξη, 3ξ2η, 3η2, 3ξη2, 3ξ2η2 .

Cependant, c4(s) = 0 pour tout s ∈ S; on peut donc rayer c4(S) de la liste des
générateurs.

Puisque

Γ1K · Γ2K ⊂ Γ1K · Γ1K ⊂ 9K̄ (7.4),

on a: ϕ9(Γ
1K · Γ2K) = 0.

Il reste c3(S). Pour s = 1, 3ξ, 3ξ2, 3η et 3η2, ϕ(s) est déjà 0. Les calculs
suivants montrent que ϕ9

(
c3(s)

)
= 0 aussi pour les autres quatre éléments

s ∈ S:

c3(3ξη) = (ξη − 1)3 =
(
(f + 1)(g + 1)− 1

)3
=
(
fg + (f + g)

)3
=

= 3fg(f + g)2 + (f + g)3 = 6f 2g2 + 3f 2g + 3fg2 ;

c3(3ξ2η2) = (ξ2η2−1)3 =
(
(f+1)2(g+1)2−1

)3
=
(
(f 2+4fg+g2)+2(f+g)

)3
=

= 12(f 2 + 4fg + g2)(f + g)2 + 8(f + g)3 = 120f 2g2 + 24f 2g + 24fg2 ;

c3(3ξ2η) = (ξ2η − 1)3 =
(
(f + 1)2(g + 1)− 1

)3
=
(
f(f + 2g) + (2f + g)

)3
=

= 3f(f + 2g)(2f + g)2 + (2f + g)3 = 27f 2g2 + 12f 2g + 6fg2 ;

c3(3ξη2) = 27f 2g2 + 6f 2g + 12fg2 .
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